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�� Bevezet�es

���� T�ort�enelmi h�att�er

A form�alis nyelvek elm�elete Noam Chomsky munk�ass�ag�aval indult az �����es �evekben�

F�ok�ent a term�eszetes nyelvek strukt�ur�aj�anak form�alis jellemz�es�ere t�orekedett	 azaz megpr�ob�al�

ta form�alis m�odszerekkel le�
rni a nyelvtanok szab�alyait� Erre h�aromf�ele modellt is kidolgozott	 me�

lyeket �����ban egy kiadv�any�aban meg is jelentetett� Ezek k�oz�ul az els�o modell �nite�state gram�

mar� nem ker�ult alkalmaz�asba	 a m�asodik modell �transformation grammar� a term�eszetes nyel�

vek tanulm�anyoz�as�aban v�alt fontoss�a	 �es a harmadik modell �phrase�structure grammar� v�alt

m�erf�oldk�ov�e a form�alis nyelvek elm�elet�eben�

Chomsky a kifejez�es rendszer�u modellj�eben �phrase�structure grammar� a nyelvet kib�ov�
tette

olyan szimb�olumokkal	melyek nem tartoznak a nyelv jelei k�oz�e	 �es ezeket elnevezte
�
nemtermin�alis�

jeleknek� Ezek a jelek mindig valamilyen kifejez�est	 sz�ot	 esetleg teljes sz�oveget jelente�

nek� Mindezek mellett bevezetett helyettes�
t�esi szab�alyokat	 melyek egy szimb�olumsorozat va�

lamely r�esz�et helyettes�
tett�ek �uj szimb�olumsorozattal� �Jel�olj�uk nagybet�ukkel a nemtermin�alis je�

leket�� P�eld�aul�

ABC��ADEFC

Itt l�athat�o	 hogy a B szimb�olum lett helyettes�
tve a DEF szimb�olumsorozattal�

Chomsky k�et nagy csoportra osztotta a modellj�eben konstru�alt nyelvtanokat� k�ornyezetf�ugg�o

�es k�ornyezetf�uggetlen nyelvtanokra� Mint a k�es�obbiekben l�atni fogjuk	 ezek fontos szerepet t�oltenek

be mind a form�alis nyelvek	 mind pedig a ford�
t�oprogramok t�argyk�or�en bel�ul� Az el�obbi p�eld�aban

egy k�ornyezetf�ugg�o szab�alyt l�athattunk	 ahol B szimb�olum k�ornyezete A �es C�

A ���as �evekben Chomsky f�oleg a k�ornyezetf�uggetlen nyelvtanok elm�elet�en dolgozott	 de

k�es�obb visszat�ert a term�eszetes nyelvek tanulm�anyoz�as�ahoz� Ek�ozben t�obben folytattak ku�

tat�ast a k�ornyezetf�uggetlen nyelvtanok tulajdons�againak felder�
t�es�ere	 melyben t�obb probl�em�ara

is r�amutattak	 �es j�on�eh�any megv�alaszolatlan k�erd�esre is adtak bizony�
t�ast �Bar�Hillel	 Per�

les	 Odgen	 Parikh�� �����ban Seymour Ginsburg jelentette meg k�onyv�et The Mathemati�

cal Theory of Context�free Languages c�
mmel	 melyben �osszegezte a k�ornyezetf�uggetlen nyelv�

tanok vizsg�alat�aval �osszef�ugg�o eredm�enyeket� Tulajdonk�eppen ez az els�o olyan munka	 mely

r�amutatott a form�alis nyelvek �es az automat�ak elm�elet�enek kapcsolat�ara�

A ���as �evek v�eg�en �es a ���es �evek folyam�an �uj fejleszt�esek indultak el a k�ornyezetf�uggetlen

nyelvtanok form�alis elemz�o m�odszerei ir�any�aba� Ebben a t�emak�orben is sz�uletett egy tanul�

m�any The Theory of Parsing� Translation� and Compiling c�
mmel �Aho � Ullman�	 mely a

ford�
t�oprogramok elm�elet�enek egyik alapm�uve�
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���� Programoz�asi nyelvek

���� Extended BNF �EBNF�

���� Szintaxis diagramm
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�� Alapfogalmak

���� �Ab�ec�e	 szavak	 nyelv�

De�n��ci�o�

�Ab�ec�enek nevez�unk egy tetsz�oleges v�eges szimb�olumhalmazt�

Ennek jel�ol�es�ere az X�Y bet�uket fogjuk haszn�alni �es a tov�abbiakban T az �ugynevezett ter�

min�alis szimb�olumhalmazt fogja jelenteni� Egy tetsz�oleges �ab�ec�e elemeit a� b� c bet�uk fogj�ak jel�olni�

De�n��ci�o�

Az X �ab�ec�e elemeinek egy tetsz�oleges v�eges sorozat�at az X �ab�ec�e feletti sz�onak nevezz�uk� Ha

X nem l�enyeges vagy egy�ertelm�u	 akkor sz�or�ol besz�el�unk� Egy sz�o jel�ol�es�ere az u� v� w bet�uket

fogjuk haszn�alni �es egy tetsz�oleges u sz�o �ab�ec�ej�et X�u��val azonos�
tjuk	 azaz form�alisan�

X�u� �� fu sz�o k�ul�onb�oz�o szimb�olumaig�

Az X �ab�ec�e feletti �osszes sz�o halmaz�at jel�olje X�� Az � jelentse az �ures sz�ot �es legyen X� ��

X� n f�g�

De�n��ci�o�

Az X� valamely r�eszhalmaz�at az X �ab�ec�e feletti nyelvnek nevezz�uk ��X
�

eleme��

Egy nyelv jel�ol�es�ere az L bet�ut	 illetve ennek indexelt v�altozat�at fogjuk haszn�alni� Ha X nem

l�enyeges vagy egy�ertelm�u	 akkor nyelvr�ol besz�el�unk� X�L� jel�oli az L nyelv �ab�ec�ej�et �es megegyez�es

szerint az u sz�ot azonos�
tjuk az fug nyelvvel�

���� M
uveletek szavakkal

�� Konkaten�aci�o�

Legyenek u� v szavak egy adott L nyelvb�ol� Ekkor a k�et sz�o konkaten�aci�oja uv� �A k�et sz�o

egym�as ut�ani le�
r�as�aval kapott sz�o�� Ez egy asszociat�
v m�uvelet	 melynek � az egys�egeleme	

�
gy �
X�� konkaten�aci�o� �

�
egy egys�egelemes f�elcsoportot k�epez�

�� Megford�
t�as�

Legyen u a sz�o	 ekkor a megford�
t�asa uR�



Automat�ak �es form�alis nyelvek �

�� Sz�o hossza�

Egy adott u sz�o hossza a benne l�ev�o	 �ab�ec�ebeli jelek sz�ama� Jel�ol�ese� l�u�� Egy adott

y � X jel sz�ama egy adott u sz�oban� ly�u�� Legyen H � X� Jel�olje u sz�oban l�ev�o H�

beli szimb�olumok sz�am�at lH �u�� P�eld�aul lfa�bg�abcac� � ��

�� Homomorzmus ��atk�odol�as��

Legyenek X�Y tetsz�oleges �ab�ec�ek� Ekkor a h � X� ��� Y � konkaten�aci�otart�o lek�epe�

z�est homomorzmusnak h�
vjuk� �Teh�at u� v szavak eset�en h�uv� � h�u�h�v�	 �es h��� � ���

Ekkor h konkaten�aci�otart�o tulajdons�aga miatt el�eg h�t az X�en megadni�

Nyelvekre vonatkoz�o kiterjeszt�ese�

h�L� ��
�
u�L

h�u��

���� M
uveletek nyelvekkel

�� Halmazm�uveletek�

V�eges sok halmazelm�eleti m�uvelet eredm�eny�ehez mindig megadhat�o egy �ab�ec�e	 mely

f�ol�otti nyelv az eredm�eny� Legyenek L�� L�� � � � � Lk nyelvek� Ezekkel v�egzett m�uvelet

eredm�eny�enek megfelel�o �ab�ec�e�

k�
i��

X�Li��

V�egtelen sok m�uvelet eset�en garant�alni kell valahogy azt	 hogy az eredm�enyhez l�etezzen

�ab�ec�e� A k�ovetkez�o p�elda is ennek a fontoss�ag�at mutatja�

Legyen

�n �� f��� ��� � � � � �n� ��� ��� � � � � �ng egy �ab�ec�e	 �es

Dn �� HE��n��

azaz a �n feletti helyes z�ar�ojelez�esek halmaza� Ekkor

D �
��
i��

Di

m�ar nem lesz nyelv	 mert nincsen v�eges �ab�ec�eje�
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�� Konkaten�aci�o�

Legyenek L�� L� nyelvek� Ekkor az L� �es L� nyelvek konkaten�aci�oj�an az L�L� �� fuv
��

u � L� � v � L�g nyelvet �ertj�uk� �Ez tulajdonk�eppen komplexusszorz�as��

A konkaten�aci�o rendelkezik az asszociativit�as tulajdons�ag�aval� Erre vonatkoz�o egys�egele�

me f�g� Az uni�o �es a konkaten�aci�o k�oz�ott mindemellett k�etoldal�u disztributivit�as �all fenn	 azaz

L�L� �L�� � LL� � LL�	 valamint

�L� � L��L � L�L � L�L�

Ezekkel a tulajdons�agokkal a

�
�X

�

� f�� konkaten�aci�og
�

algebra f�elgy�ur�ut ad�

�� Helyettes�
t�es �nemdeterminisztikus �atk�odol�as��

Legyenek X�Y �ab�ec�ek	 �es � � �X
�

��� �Y
�

�A � lek�epez�est helyettes�
t�esnek nevezz�uk	 ha

uni�o� �es konkaten�aci�otart�o� �Teh�at a �X
�

�es a �Y
�

f�elgy�ur�uk k�oz�otti algebrai homomorzmusr�ol

van sz�o��

Megjegyz�es� A homomorf lek�epez�esb�ol ad�od�oan ���� � �	 valamint ��f�g� � f�g is

fenn�all� A m�uvelettart�as miatt ��t elegend�o X elemein megadni� Tetsz�oleges homomorzmus

tekinthet�o helyettes�
t�esnek�

�� Lez�ar�as	 iter�aci�o�

Legyen L egy nyelv� Ekkor L iter�altj�an vagy lez�artj�an a k�ovetkez�ot �ertj�uk�

L� ��
��
i��

Li� ahol Li �� LL � � �L� �es L� �� f�g�

P�eld�aul�

fab� bag� � f�� ab� ba� abab� abba� baab� baba� ababab� � � �g�

Pozit�
v lez�ar�as �� n�elk�ul��

L� ��
��
i��

L�

���� Nyelvek de�ni�al�as�anak m�odszerei

Egy nyelv deni�al�as�ara t�obbf�ele m�odszer l�etezik	 de mindegyik eset�eben k�ovetelm�eny	 hogy

v�eges le�
r�ast adjunk�
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De�n��ci�o�

Legyen X egy adott �ab�ec�e� Elemi nyelveknek nevezz�uk azokat a L nyelveket	 melyek megfe�

lelnek az al�abbi k�et felt�etelnek�

a� L elemi nyelv	 ha fag� f�g� � valamelyike	 ahol a � X	

b� vagy elemi nyelvekb�ol az uni�o	 konkaten�aci�o	 vagy a lez�ar�as m�uveletek seg�
ts�eg�evel hozzuk

l�etre�

P�eld�aul legyen X �� fa� bg �ab�ec�e	 ekkor ffagfbg � fbgfagg� elemi nyelv�

Feladat� Le lehet�e �
rni minden nyelvet ezen m�uveletek v�eges alkalmaz�as�aval�

Nyelvek deni�al�as�ara a k�ovetkez�o m�odszerek l�eteznek�

�� V�eges nyelvek eset�en felsorolhatjuk a nyelv elemeit�

�� Logikai formul�aval�

P�eld�aul legyen X �� fa� bg �es L �� fanbn
�� n � Ng�

�� Struktur�alis indukci�oval�

Ekkor adott egy v�eges elemi nyelvk�eszlet �v�eges sok v�eges nyelv� �es adott egy v�eges

m�uveletk�eszlet� �Ugy adjuk meg a nyelvet	 hogy megmondjuk	 mely elemi nyelvekb�ol �es milyen

megengedett m�uveletekkel �all el�o �v�eges sok nyelvb�ol v�eges sok m�uvelettel��

�� Algoritmus seg�
ts�eg�evel�

De�n��ci�o�

Az L nyelv rekurz�
van felsorolhat�o�	 ha l�etezik A algoritmus	 mely az elemeit felsorolja�

Rekurz�
v felsorol�as� egy adott algoritmus az outputj�ara szavakat �all�
t el�o	 s �
gy a nyelv

�osszes szav�at felsorolja �esetleg v�egtelen sokat��

De�n��ci�o�

Az L nyelv parci�alisan rekurz�
v �	 l�etezik A algoritmus	 mely minden u � L sz�o eset�en

igen v�alasszal �all le	 m�
g u 
� L eset�en nem termin�al	 vagy ha termin�al	 akkor nem v�alaszt ad�

De�n��ci�o�

Az L nyelv rekurz�
v �	 l�etezik eld�ont�o algoritmus	 mely inputj�ara egy tetsz�oleges sz�ot

helyezve eld�onti	 benne van�e a nyelvben �igen a v�alasz	 ha eleme a nyelvnek	 �es nem a v�alasz

ellenkez�o esetben��

Megjegyz�es� Az els�o �es a m�asodik den�
ci�o egyen�ert�ek�u	 az utols�o sz�ukebb�
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�� Matematikai g�epekkel�

Az absztrakt	 matematikai g�epek fel�ep�
t�ese a k�ovetkez�o� Adott egy potenci�alisan v�egtelen

input szalag	 amelyre fel van�
rva az elolvas�asra megadott sz�o� A g�ep ezt az input szalagot egy

olvas�ofejjel olvassa v�egig� Adott tov�abb�a n darab lista �verem�	 melyekmindegyik�ehez tartozik

egy �
r�o�olvas�ofej� Ezeket pedig egy �ugynevezett k�ozponti egys�eg vez�erli	 ami v�eges sok �alla�

pottal rendelkezik� Ez az �allapot hat�arozza meg a g�ep tov�abbi m�uk�od�es�et�

Egy ilyen matematikai g�ep p�eld�aul a Turing�g�ep�

input

. . . 

1.verem n.verem

CPU

���� �Abra� A matematikai g�epek fel�ep��t�ese

M�uk�od�ese�

Adott egy diszkr�et id�osk�ala	 melynek minden �utem�ere a g�ep v�egrehajt egy l�ep�est� Egy

ilyen l�ep�es tulajdonk�eppen k�et alapvet�o r�eszb�ol �all�

�� Felder�
t�es� Milyen jelet olvastunk	 a CPU milyen �allapotban van	 �es mi van a vermek

tetej�en�

�� T�enyleges m�uk�od�es� A CPU �uj �allapotba ker�ul�het�	 vermekbe �uj jeleket �
r�hat�unk	

olvas�ofejet mozgatjuk�

Ha l�etezik olyan m�uk�od�essorozat	 amelyre a szekvenci�alis inputot elolvassa a g�ep	 �es a

CPU v�eg�allapotba ker�ul	 akkor a sz�o a nyelvbe tartozik	 k�ul�onben nem�

�� Produkci�os rendszerrel�

Itt axi�om�ak �es k�ovetkeztet�esi szab�alyok seg�
ts�eg�evel adjuk meg a nyelvet� A pro�

dukci�os rendszer olyan szavakb�ol �all�o nyelvet �
r le	 amelyek az axi�om�akb�ol levezethet�ok	 il�

letve az axi�om�akra visszavezethet�ok� Speci�alis produkci�os rendszer az �ugynevezett gene�

rat�
v grammatika �form�alis nyelvtan��

�� Nyelvek megad�asa produkci�os rendszerrel

De�n��ci�o�
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A � produkci�os rendszer alatt a k�ovetkez�o h�armast �ertj�uk�

� �
�
X�P�Ax

�
�

ahol X az �ab�ec�e	 P � X� �X� a produkci�os szab�alyok halmaza	 �es Ax � X� az axi�omahalmaz�

Meg�allapod�as szerint �p� q� � P eset�en az �
r�asm�od� p �� q�

De�n��ci�o�

K�ozvetlen levezet�es ��ben� Az a � X� sz�ob�ol k�ozvetlen�ul levezethet�o a b � X� sz�o a �

produkci�os rendszerben �	 l�etezik g�� g� � X� �es p �� q � P szab�aly	 hogy a � g�pg�	 �es

b � g�qg��

Jel�ol�esben� a��
�
b�

De�n��ci�o�

K�ozvetett levezet�es ��ben� Az a � X� sz�ob�ol k�ozvetett m�odon levezethet�o a b � X� sz�o a �

produkci�os rendszerben �	 van olyan k � N �es vannak olyan ��� ��� � � � � �k � X� szavak	 hogy

a � ��� b � �k	 �es minden i �
�
�� k� �

�
eset�en �i��

�
�i���

Jel�ol�esben� a
�
��
�
b�

De�n��ci�o�

Az el�obbi den�
ci�oban szerepl�o k sz�amot a levezet�es hossz�anak nevezz�uk�

Megjegyz�es� Amennyiben k � �	 akkor a � �� � b� Teh�at a den�
ci�o k�ozvetlen k�ovetkezm�enye	

hogy minden sz�o levezethet�o saj�at mag�ab�ol	 teh�at a levezet�es re�ex�
v� Vezess�uk be jel�ol�esk�ent a

pontosan k hossz�u levezet�est a k�ovetkez�ok�eppen� a
�k�
��
�
b�

Pozit�iv levezet�esr�ol besz�el�unk	 ha k � �� Jel�ol�esben� a
�
��
�
b�

���� A � �altal le��rt nyelv

De�n��ci�o�

A � produkci�os rendszer �altal �a T �ab�ec�ere relat�
v� gener�alt nyelv�

LgT ��� � fu � T �
�� a � Ax � a

�
��
�
ug�

De�n��ci�o�

A � produkci�os rendszer �altal elfogadott nyelv �akcept�alt nyelv��

LaT ��� � fu � T �
�� a � Ax � u

�
��
�
ag�
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N�eh�any p�elda�

Legyen �� ��
�
f�� �g� f�� �� �g� f�g

�
	 ekkor a �� �altal elfogadott nyelv a helyes z�ar�ojelez�esek

halmaza	 azaz Laf���g���� � HE�

Legyen �� ��
�
fS� �� �g�P� fSg

�
	 ahol P �� fS�� �S��S��SS�S�� �g� Ekkor a gener�alt nyelv

a helyes z�ar�ojelez�esek halmaza	 teh�at Lgf���g���� � HE�

Megjegyz�es� Az ut�obbi p�eld�aban szerepl�o P halmazt � a r�ovidebb �
r�asm�od kedv�e�ert � a

k�ovetkez�o m�odon szokt�ak megadni� P �� fS�� �S�
��SS�� �g�

���� Generat��v nyelvtanok

A generat�
v nyelvtanok speci�alis produkci�os rendszerek	 n�eh�any felt�etellel megszor�
tva� N�egy

alapvet�o tulajdons�aguk van�

a� X � T �N �es T �N � �	 ahol T a termin�alis jelek	 N a nyelvtani jelek halmaza�

b� p �� q � P eset�en p�ben van legal�abb egy nyelvtani jel�

c� Ax � fSg	 ahol S � N a kezd�oszimb�olum�

d� Csak a T �re relat�
v gener�al�as megengedett�

De�n��ci�o�

Generat�
v nyelvtannak �form�alis nyelvtannak� nevezz�uk az al�abbi n�egyest�

G �
�
T�N�P� S

�
�

ahol T a termin�alis jelek halmaza	 N a nyelvtani jelek halmaza	 P egy v�eges szab�alyhalmaz	 amely

b�armely szab�aly�anak bal oldal�an legal�abb egy nyelvtani jel �all	 �es S � N a kezd�oszimb�olum�

De�n��ci�o�

A G �altal gener�alt nyelv az �osszes � az S kezd�oszimb�olumb�ol� levezethet�o sz�onak a halmaza	

azaz�

L�G� � fu � T �
�� S �
��
G
ug�

Feladat�

Legyen G� �
�
fa� bg� fSg� fS�� aSb

�� bSa �� ab �� ba ��SSg�S�� Bizony�
tsuk be	 hogy ekkor a

gener�alt nyelv�

L�G�� � fu � fa� bg�
�� la�u� � lb�u� � �g�
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Megold�as�

�
���

El�osz�or legyen u � fx � fa� bg�
�� la�x� � lb�x� � �g	 �es bizony�
tani kell	 hogy ekkor u � L�G���

Teh�at meg kell mutatni	 hogy ekkor l�etezik olyan levezet�es G��ben az S kezd�oszimb�olumb�ol	 mely

ezt az u sz�ot adja� Legyen n �� la�u� � lb�u�	 �es n�re vonatkoz�o teljes indukci�oval igazoljuk�

n � �� Ekkor u � ab vagy u � ba	 mely S kezd�oszimb�olumb�ol az S�� ab vagy az S�� ba

szab�alyok alkalmaz�as�aval kapjuk meg�

n� �� Most n�re elfogadjuk �es bizony�
tjuk n � ��re� Az al�abbi eseteket kell vizsg�alni u sz�o

fel�ep�
t�ese alapj�an�

u � abw eset�en indukci�os feltev�es�unk alapj�an S
�
��
G�

w	 ez�ert S��SS�� abS
�
��
G�

abw � u�

u � baw eset�en S��SS�� baS
�
��
G�

baw � u�

u � awb eset�en S�� aSb
�
��
G�

awb � u	 illetve

u � bwa eset�en S�� bSa
�
��
G�

bwa � u�

�
���

Most legyen u � L�G�� �es meg kell mutatni	 hogy u � fx � fa� bg�
�� la�x� � lb�x� � �g�

Ehhez nyilv�an el�eg bel�atni azt	 hogy a szab�alyok tetsz�oleges alkalmaz�as�aval csak olyan u szavak

vezethet�ok le	 melyekben az a �es b szimb�olumok sz�ama megegyezik� Ez viszont teljes�ul	 mert P

csak olyan szab�alyokat tartalmaz	 melyek azonos sz�am�u a� b jeleket tartalmaznak	 �es a legr�ovidebb

levezethet�o sz�o is legal�abb � hossz�u�

�

�� Nyelvtanok oszt�alyoz�asa

A generat�
v nyelvtanok oszt�alyoz�as�at a szab�alyok alakja alapj�an tehetj�uk meg� Egy megk�ot�est

m�ar ismer�unk� egy nyelvtani elemnek a szab�aly bal oldal�an mindenk�eppen szerepelnie kell�

A szab�alyok alakja szerint a k�ovetkez�o oszt�alyoz�as lehets�eges� Ez egyben a nyelv t�
pus�at

jelenti�

�� t�
pus�

Itt nincs tov�abbi megk�ot�es	 azaz minden nyelvtan egyben ���as t�
pus�u is�

�� t�
pus�

K�et szab�alyforma megengedett�

a� a�Aa� �� a�qa�	 ahol a�� a� � �T � N �� a k�ornyezet	 A � N 	 �es q � �T � N �� �azaz

q 
� ��� Ez a k�ornyezetf�ugg�o szab�alyforma�

b� S �� �	 ugyanis az a� pont alapj�an nem lehet ��ra vezetni� Erre vonatkoz�o megk�ot�es� ha
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van ilyen szab�aly	 akkor S nem fordulhat el�o m�as szab�aly jobb oldal�an� Ekkor S csup�an

� levezet�es�ere szolg�al�

�� t�
pus�

Itt is k�et szab�alyforma lehets�eges�

a� A �� q	 ahol A � N 	 �es q � �T �N ��� Ez a k�ornyezetf�uggetlen szab�alyforma�

b� hasonl�oan	 mint az �� t�
pus b� pontja�

Megjegyz�es� Ez a t�
pus az �� t�
pus megszor�
t�asa� a�� a� mindig ��nal egyenl�o�

�� t�
pus�

Itt h�arom szab�alyforma megengedett�

a� A �� aB	 ahol A�B � N 	 �es a � T �

b� A �� q	 ahol A � N �es q � T �

c� S �� �	 ahol S a kezd�oszimb�olum�

Megjegyz�es� Ez meg a �� t�
pus megszor�
t�asa	 ugyanis q csak ilyen speci�alis alak�u lehet�

A k�ul�onb�oz�o t�
pus�u nyelvtanok oszt�alyokat alkotnak	 melyeket rendre Gi�vel jel�ol�unk� Teh�at�

Gi �� fi� t�
pus�u nyelvtanokg�

K�onnyen bel�athat�o	 hogy G� � G� � G� � G�� Hasonl�o m�odon a nyelveket is oszt�alyozhatjuk�

Li �� fL
�� L nyelv	 �es van olyan G � Gi	 amelyre L�G� � Lg�

Az el�oz�o nyelvtanhierarchia alapj�an L� � L� � L� � L�� Ez az �un� Chomsky�f�ele hierarchia�

t�etel�

A m�uveleteket tekintve nem minden oszt�aly z�art	 ugyanis p�eld�aul L� nem z�art a metszetre

n�ezve� �L�asd k�es�obb a z�arts�agi t�eteleket��

Legyen T v�eges	 nem�ures �ab�ec�e� Vil�agos	 hogy �T
�

a T �ab�ec�e feletti �osszes nyelv halmaz�at

jelenti� Jel�olje LT� azokat a T feletti nyelveket	 melyek nyelvtannal le�
rhat�ok� K�erd�es� Vajon

minden nyelvhez megadhat�o�e olyan nyelvtan	 ami azt a nyelvet gener�alja� Erre ad v�alaszt a

k�ovetkez�o t�etel�

T�etel�

Nem minden nyelv �
rhat�o le nyelvtannal�

Bizony��t�as�

Ehhez azt kell bel�atnunk	 hogy LT� � �T
�

	 ahol T � megsz�aml�alhat�o sz�amoss�ag�u	 �es �T
�

konti�

nuum sz�amoss�ag�u� Emiatt el�eg bel�atni	 hogy LT� megsz�aml�alhat�o sz�amoss�ag�u�
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Legyen N a potenci�alis nyelvtani jelek halmaza	 ami megsz�aml�alhat�o sz�amoss�ag�u� Legyen

Ny �� fG
�� G nyelvtani jelei N �b�ol	 termin�alis jelei pedig T �b�ol val�okg�

�All�
t�as� Minden L � LT� eset�en l�etezik olyan G � Ny	 amelyre L�G� � L�

Ez az �all�
t�as k�onnyen bel�athat�o	 hiszen minden ilyen L�hez l�etezik egy G� nyelvtan	 melyre

L�G�� � L� Ebben a G� nyelvtanban vagy minden nyelvtani jel N �b�ol sz�armazik	 vagy ha l�etezik

olyan	 ami nincs N �ben	 akkor egyszer�uen csak �atcser�elj�uk� �Biztos	 hogy �at tudjuk cser�elni	 mert

rendelkez�es�unkre �all megfelel�o mennyis�eg�u nyelvtani jel��

Legyen � � Ny ��� LT� 	 �es ��G� �� L�G�� Ekkor ez a � egy r�ak�epez�es	 teh�at a teljes LT� �re

k�epez� Teh�at nyilv�an fenn�all	 hogy jNyj � jLT� j� Ez alapj�an el�eg bel�atni	 hogy Ny megsz�aml�alhat�o

sz�amoss�ag�u�

Ekkor a G nyelvtant a k�ovetkez�ok�epp �
rhatjuk fel�

G �
�
ft�� � � � � tkg� fA�� � � � � A�g� fx� � � �xl �� y� � � � ys� � � �g� S

�
�

Viszont � r�ak�epez�es volta miatt minden ilyen G�hez hozz�a tudjuk rendelni a gener�alt nyelv�et	 ez�ert

tekinthetj�uk G�t az X �� N �T �
�
������� f� g

�
�
�
�
�
halmazbeli jelek v�eges sorozat�anak� Teh�at

Ny � X�	 azaz ebb�ol m�ar nyilv�an k�ovetkezik	 hogy jNyj � jX�j	 ami pontosan a t�etel bizony�
t�as�at

jelenti	 mert X� megsz�aml�alhat�o sz�amoss�ag�u�

�

Church�t�ezis�

Minden valamilyen konstrukt�
v m�odon megadhat�o nyelv le�
rhat�o nyelvtannal�

�� Kiterjeszt�esi t�etelek

De�n��ci�o�

A G nyelvtan kiterjesztett ��es t�
pus�u nyelvtan	 ha minden szab�alya megfelel a k�ovetkez�o fel�

t�etelnek�

i� p �� q � P eset�en l�p� � l�q�	 azaz a szab�aly nem cs�okkenti a hosszt�

ii� S �� � alak�u	 ahol S a kezd�oszimb�olum�

Jel�ol�es� Gkit��

De�n��ci�o�

A G nyelvtan kiterjesztett ��es t�
pus�u	 ha a szab�alyok alakja A �� q � P	 ahol A � N� q �

�T �N ���

Jel�ol�es� Gkit��
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De�n��ci�o�

A G nyelvtan kiterjesztett ��as t�
pus�u	 ha a szab�alyok alakja A �� uB vagy A �� u	 ahol

A�B � N 	 �es u � T ��

Jel�ol�es� Gkit��

Ezekkel a jel�ol�esekkel nyilv�an Gi � Gkiti	 hiszen csak gyeng�
tett�unk a szab�alyok megk�ot�esein�

Ebb�ol k�ovetkezik	 hogy Li � Lkiti�

T�etel�

Li � Lkiti	 ahol i� �� �� �

Bizony��t�as�

Csak Lkiti � Li�t kell bel�atni	 mert a m�asik ir�any nyilv�anval�o� Ehhez viszont el�eg a k�ovetkez�o

lemm�at bel�atni�

Lemma�

Tetsz�oleges G � Gkiti nyelvtanhoz tal�alhat�o olyan G� � Gi	 melyre L�G�� � L�G��

Bizony��t�as�

Ezt mindh�arom kiterjeszt�esre be kell l�atni�

i � � �

Feltehet�o	 hogy G�ben termin�alis jel csak A �� a �a � T�A � N � alak�u szab�alyokban fordul

el�o�

Ha ez nem �
gy van	 akkor G�t a k�ovetkez�ok�eppen alak�
tjuk �at� minden t � T �hez beve�

zetj�uk az xt�vel jel�olt �altermin�alisokat	 melyek �uj nyelvtani jelek lesznek� �Ezek k�ul�onb�ozzenek

mind egym�ast�ol	 mind pedig N jeleit�ol�� P�ben minden szab�alyban a termin�alis jeleket ki�

cser�elj�uk a megfelel�o �altermin�alis jelekre� V�eg�ul felvessz�uk az xt �� t �uj szab�alyokat� Nyilv�an az

�
gy �atalak�
tott nyelvtan ugyanazt tudja	 mint az eredeti	 �es termin�alis jel csak az xt �� t alak�u

szab�alyokban van	 ami pontosan a k�
v�ant alak�u�

C�el olyan G� nyelvtan konstrukci�oja	 mely ��es t�
pus�u	 �es L�G�� � L�G�� Ha v�eletlen�ul G

minden szab�alya ��es t�
pus�u	 akkor k�eszen vagyunk �G� � G�� Ha nem	 akkor vegy�uk ki G olyan

szab�alyait	 melyek nem ��es t�
pus�uak� Milyen ezeknek az alakja�

Rossz szab�aly a k�ovetkez�o alak�u lehet� X�X� � � �Xn �� Y�Y� � � � Ym �m � n�� A rossz

szab�alyokat szimul�aljuk csupa ��es t�
pus�u szab�allyal� Ehhez �uj nyelvtani jeleket kell bevezet�

ni	 ezek legyenek a Z�� Z�� � � � � Zn jelek� Szimul�aci�o�

X�X� � � �Xn �� Z�X� � � �Xn	

Z�X� � � �Xn �� Z�Z�X� � � �Xn	
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Z�Z� � � �Zn��Xn �� Z�Z� � � �ZnYn�� � � � Ym �n � m�	

Z�Z� � � �ZnYn�� � � �Ym �� Y�Z� � � �ZnYn�� � � � Ym	

Y� � � �Yn��ZnYn�� � � �Ym �� Y�Y� � � �Ym�

Z�� � � � � Zn �uj volta miatt a szab�alyokat csak ebben a sorrendben lehet v�egrehajtani	 ez�ert az �uj

nyelvtan is ugyanazt a nyelvet gener�alja� Csin�aljuk meg ezt a szab�alytranszform�aci�ot az �osszes

�
rossz� szab�alyra� Az �
gy kapott G� nyelvtan m�ar ��es t�
pus�u�

i � � �

Itt a probl�em�at az jelenti	 hogy a kiterjesztett ��es nyelvek eset�en megengedett	 hogy �ures

sz�o �alljon a szab�alyok jobb oldal�an� Legyen G ilyen kiterjesztett ��es t�
pus�u nyelvtan� A prob�

l�ema az A �� � alak�u szab�alyokkal van� Hogyan viselkednek � n�elk�ul�

P�elda� Legyen G �
�
T�N�P�S

�
	 ahol T � fa� b� cg	 N � fA�B�C� Sg	 P pedig a k�ovetkez�o

szab�alyokb�ol �all�

S��ABcjAA	

B��CC	

A�� �ja�

C�� �jb�

Vegy�uk p�eld�aul a k�ovetkez�o levezet�est�

S��
G

ABc��
G

Bc��
G

CCc��
G
bCc��

G
bc�

Viszont nek�unk az kell	 hogy�

S��
G�

Bc��
G�

Cc��
G�

bc�

Azt az algoritmust	 mely megoldja az ��os szab�alyok ilyen m�odos�
t�as�at	 ��ment�es�
t�esi elj�ar�asnak

h�
vjuk�

Legyen H �� fA � N
�� A �
��
G
�g� Alapvet�o k�erd�es	 hogyan lehet ezt a H halmazt megtal�alni�

Konstrukci�os l�ep�esek�

H� �� fA � N
�� A �� � � Pg	

Hi�� �� Hi � fA � N
�� A �� Q � P � Q � H�

i g�

Ekkor nyilv�an teljes�ul a k�ovetkez�o �osszef�ugg�es� H� � H� � � � � � Hi � � � �� Mivel minden

i�re Hi � N 	 �es N halmaz v�eges	 ez�ert egy i� indext�ol kezd�od�oen biztosan azonosak lesznek ezek

a halmazok� Legyen ez az i� a legkisebb ilyen index� Ekkor Hi� � Hi����

Bel�atjuk	 hogy ekkor H� � H� � � � � � Hi� � Hi��� � H� Ehhez indukci�oval el�eg azt bel�atni	

hogy Hj � Hj�� eset�en Hj�� � Hj��	 hiszen ebb�ol k�ovetkezik	 hogy ha Hi nem b�ovebb Hi���n�el	
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akkor onnant�ol kezdve a halmazok ugyanazok lesznek� Tegy�uk fel	 hogyHj � Hj��� Ekkor nyilv�an

H�
j � H�

j��	 �es a den�
ci�o alapj�an�

Hj�� � Hj�� � fA � N
�� A �� Q � P � Q � H�

j��g �

� Hj � fA � N
�� A �� Q � P � Q � Hj�g � Hj���

Teh�at a H halmaz megkonstru�alhat�o� K�ovetkezm�eny� S � H �	 � � L�G��

Konstru�alunk egy �uj  G nyelvtant ezen H seg�
ts�eg�evel� Legyen  G ��
�
T�N�  P� S

�
	 ahol A ��

 q �  P akkor �es csak akkor	 ha  q 
� � � A�� q � P	 hogy  q�t q�b�ol n�eh�any �esetleg nulla� H�

beli jel elhagy�as�aval kapjuk�

Az el�obbi p�eld�at tekintve az ��mentes�
tett nyelvtan szab�alyai�

H� � fA	Cg	

H� � fA	Cg � fB	Sg � H�

 P elemei�

S��ABc
��Bc ��Ac �� c ��AA��A	

B��CC
��C	

A�� a	

C�� b�

�All��t�as�

L�  G� � L�G� n f�g

Bizony��t�as�

L�  G� � L�G� n f�g�

Legyen u � L�  G� egy tetsz�oleges sz�o� Vizsg�aljuk meg a levezet�es�et�

S
�
��
�G
��A����

�G
�� q��

�
��
�G
u�

A kiemelt szab�aly helyettes�
thet�o a G nyelvtan k�ovetkez�o levezet�es�evel�

A��
G
q

�
��
G

 q�

ahol a  q�b�ol elhagyott H�beli elemekb�ol levezetj�uk ��t� Ha ezt minden  G�beli szab�alyra elv�egezz�uk	

akkor u egy G�beli levezet�es�et kapjuk� Teh�at S
�
��
G
u	 �
gy u � L�G�� Nyilv�an u 
� � miatt teljes�ul

u � L�G� n f�g is�

L�  G� � L�G� n f�g�
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Ehhez el�eg bebizony�
tani	 hogy ha S
�
��
G
u 
� �	 akkor S

�
��
�G
u	 ez�ert bel�atjuk a k�ovetkez�o

lemm�at�

Lemma�

Ha A
�
��
G
� 
� �	 akkor A

�
��
�G
�	 b�armely A � N eset�en�

Bizony��t�as�

A levezet�es hossza szerinti indukci�oval l�atjuk be� Legyen i a levezet�es hossza�

Nyilv�an i � ��ra az �all�
t�as teljes�ul	 mert A
���
��
G
� �	 A � � �	 A

���
��
�G
��

Most tegy�uk fel	 hogy minden i�n�el r�ovidebb levezet�esre az �all�
t�as igaz� Legyen A
�i�
��
G
�	 �i � ��	

�es tekints�uk a levezet�es legels�o l�ep�es�et�

A
���
��
G
Z� � � �Zk

�i���
��
G

� 
� ��

Erre k�onnyen bizony�
that�o	 hogy ilyenkor � felbonthat�o � � ���� � � ��k alakra �ugy	 hogy

Z�
�i
��
G
��� � � � � Zk

�i
��
G
�k�

Viszont �i�k k�oz�ott m�eg lehetnek �ures szavak	 ezeket vegy�uk ki� �I gy kapunk �i�� � � � � �ip 
� �

r�eszszavakat	 melyekre igaz	 hogy � � �i� � � ��ip � Ezekre m�ar alkalmazhat�o az indukci�os felt�etel	

vagyis

Zi�
�
��
�G
�i�� � � � � Zik

�
��
�G
�ik �

Ebb�ol k�ovetkezik	 hogy Zi�Zi� � � �Zip
�
��
�G
�i��i� � � � �ip� Azt �all�
tjuk	 hogy ekkor A ��

Zi�Zi� � � �Zip �  P	 ugyanis l�attuk	 hogy A �� Z�Z� � � �Zk � P	 viszont Zi�Zi� � � �Zip �t

Z�Z� � � �Zk�b�ol n�eh�any H�beli elem elhagy�as�aval kaptuk�

�

Ha � nem eleme L�G��nek	 akkor k�eszen vagyunk	 L�G� � L�G��� Ha viszont � � L�G�	 akkor

term�eszetesen gondoskodni kell � levezethet�os�eg�er�ol� Ennek megold�as�ara vegy�unk fel egy S� �uj

kezd�oszimb�olumot	 �es vegy�uk fel a k�ovetkez�o k�et szab�alyt�

S� �� S
�� ��

�Igy m�ar t�enyleg L�G� � L�  G��

i � � �

Itt azt kell bel�atnunk	 hogy tetsz�oleges G � Gkit� eset�en van olyan G� � G�	 melyre L�G� �

L�G��� Ehhez a k�ovetkez�o h�arom transzform�aci�ot kell elv�egezni�

a� ��mentes�
t�es�
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� Ez a kiterjesztett ��es nyelvtanok ��mentes�
t�o elj�ar�asa� Ha ezt kiterjesztett ��as nyelvtanra

alkalmazzuk	 az eredm�eny is kiterjesztett ��as t�
pus�u lesz�

b� Line�arisl�anc�mentes�
t�es�

� Ezt is mentes�
t�o algoritmussal v�egezz�uk� �Kiterjesztett ��es t�
pus�u nyelvtanra is alkal�

mazhat�o algoritmust adunk��

c� Hosszredukci�o�

Line�arisl�anc�mentes��t�es�

Line�aris l�ancnak nevezz�uk az A �� B�A�B � N � alak�u szab�alyokat� Ezeket kell szimul�alni	

hogy ne legyenek f�ol�osleges l�ep�esek a levezet�es sor�an�

Tegy�uk fel	 hogy G�ben a k�ovetkez�o levezet�est tudjuk elv�egezni�

��A����
G
��C�����

G
��C�����

G
� � ���

G
��B����

G
��q��� ahol q 
� N��esA�B � N�

Ezt a levezet�est tudjuk szimul�alni az A��
G�

q �uj szab�allyal a k�ovetkez�o m�odon�

��A����
G�

��q��

A megval�os�
t�ashoz meg kell hat�arozni ezeket az �uj szab�alyokat� Legyen A � N eset�en H�A� ��

fB � N
�� A �
��
G
Bg� E halmazt a k�ovetkez�o m�odon hat�arozhatjuk meg�

H��A� �� fAg

Hi���A� �� Hi�A� � fB
�� C � Hi�A� � C��

G
Bg

Ezek a halmazok is egy i� indext�ol kezdve azonosak lesznek� Tegy�uk fel	 hogy Hj�A� � Hj���A��

Ekkor a den�
ci�o alapj�an�

Hj���A� � Hj���A� � fB
�� C � Hj���A� �C��

G
Bg �

Hj�A� � fB
�� C � Hj�A� �C��

G
Bg � Hj���

Ha G �
�
T�N�P� S

�
	 akkor G� �

�
T�N�P�� S

�
lesz az �uj nyelvtan	 ahol

P� � fA �� q
�� q 
� N � B � H�A� � B �� q � Pg�

Ekkor L�G� � L�G���

Ha G kiterjesztett ��as nyelvtan volt	 akkor az eredm�eny is kiterjesztett ��as t�
pus�u lesz	 mert

a jobb oldal nem v�altozott� Ezenk�
v�ul ha G ��mentes nyelvtan volt	 akkor G� is az marad�

Hosszredukci�o�

Itt a nem megfelel�o szab�alyok a k�ovetkez�ok�eppen �
rhat�ok f�ol�

A �� uB	

A �� u	
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ahol l�u� � �� Legyen ekkor a
�
rossz� szab�aly a k�ovetkez�o alak�u� A �� t�t� � � � tkB	 ahol k � �	 �es

ti � T � Ezt k�onnyen szimul�alhatjuk a k�ovetkez�o kiterjesztett ��as t�
pus�u szab�alyrendszerrel	 ahol

Z�� Z�� � � � � Zk �uj nyelvtani jelek�

A �� t�Z�	

Z� �� t�Z�	

���

Zk�� �� tkB�

Az A �� u szab�aly eset�en ugyan�
gy j�arunk el�

Ezzel bebizony�
tottuk a kiterjeszt�esi t�etelt�

�

�� Norm�alform�ak

A norm�alform�ak tov�abbi megszor�
t�asokat jelentenek az egyes nyelvoszt�alyokra� A tov�abbiak�

ban az �	 �	 ��as oszt�alyokra adunk �ujabb megszor�
t�asokat�

i � ��

De�n��ci�o�

Legyen G �
�
T�N�P� S

�
egy nyelvtan� A G nyelvtan Kuroda�f�ele norm�alform�aj�u	 ha szab�alyai

a k�ovetkez�o alak�uak�

�i� S �� �	 ilyenkor S kezd�oszimb�olum	 �es szab�aly jobb oldal�an nem szerepelhet	

�ii� A �� t	

�iii� A �� B	

�iv� A �� BC	

�v� AB �� AC	

�vi� BA �� CA	 ahol A�B�C � N 	 �es t � T �

T�etel�

Minden L � L� nyelv eset�en l�etezik olyan G nyelvtan	 amely Kuroda�norm�alform�aj�u	 �es

L�G� � L�

Bizony��t�as�

Elegend�o bel�atni	 hogy tetsz�oleges G kiterjesztett ��es nyelvtanhoz l�etezik olyan G� Kuroda�

norm�alform�aj�u nyelvtan	 melyre L�G� � L�G��� Legyen G �
�
T�N�P� S

�
� Feltehet�o	 hogy G�
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ben termin�alis jel csak A �� a alak�u szab�alyban fordul el�o	 ahol A � N 	 �es a � T �

A norm�alform�anak nem megfelel�o szab�alyokat szimul�aljuk j�o szab�alyokkal� Hogyan n�eznek ki

ezek a szab�alyok� Csak nyelvtani jelek vannak benne	 �es ha a bal oldal hossza �	 akkor �
gy�

A �� X�X� � � �Xk �k � ���

Vezess�uk be a Z�� � � � � Zk�� �uj nyelvtani jeleket	 �es k�ovetkez�o szab�alyokat�

A �� X�Z�	

Z� �� X�Z�	

���

Zk�� �� Xk��Xk�

Ha a bal oldal hossza legal�abb �	 akkor a
�
rossz� szab�aly a k�ovetkez�ok�eppen �
rhat�o le�

X�X� � � �Xm �� Y�Y� � � �Yn �m � �� n � m�

azaz hossz�us�agot nem cs�okkent�o szab�aly� Szimul�aci�oja a Z�� Z�� � � � � Zn �uj nyelvtani jelek beve�

zet�es�evel�

X� �� Z�	

Z�X� �� Y�Z�	

Z�X� �� Y�Z�	

���

Zm��Xm �� Ym��Zm�

Tov�abb�a ha n � m	 akkor

Zm �� Ym	

egy�ebk�ent �n � m��

Zm �� YmZm��	

���

Zn�� �� Yn��Yn�

De ezek k�oz�ul m�eg a fentiek nem Kuroda�norm�alform�aj�uak� Ezek a szab�alyok AB �� CD

alakban vannak megadva� Megold�ask�ent be kell vezetni egy �uj nyelvtani jelet �W �	 �es ennek seg�
t�

s�eg�evel lehet ezt a
�
rossz� szab�alyt szimul�alni�

AB �� AW 	
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AW �� CW 	

CW �� CD�

�

i � ��

De�n��ci�o�

Legyen G �
�
T�N�P� S

�
egy nyelvtan� A G nyelvtan Chomsky�f�ele norm�alform�aj�u	 ha

szab�alyai a k�ovetkez�o alak�uak�

�i� S �� �	 �es ekkor S kezd�oszimb�olum	 �es szab�aly jobb oldal�an nem szerepelhet	

�ii� A �� t	 t � T�A � N 	

�iii� A �� BC� ahol A�B�C � N �

T�etel�

Minden L � L� eset�en van olyan G Chomsky�norm�alform�aj�u nyelvtan	 amelyre L�G� � L�

Bizony��t�as�

El�osz�or azt bizony�
tjuk be	 hogy G � Gkit� eset�en van olyan G� Chomsky�norm�alform�aj�u

nyelvtan	 melyre L�G� � L�G��� A konstrukci�o l�ep�esei�

a� ��mentes�
t�es	

b� line�arisl�anc�mentes�
t�es	

c� �altermin�alisok bevezet�ese	

d� hosszredukci�o�

Az ��	 �es a line�arisl�anc�mentes�
t�es ugyan�ugy hajthat�o v�egre	 mint Kuroda�norm�alforma

eset�eben� Az �altermin�alisok bevezet�es�enek c�elja	 hogy az A �� q � P
�
l�q� � �

	
szab�alyokban

a termin�alis jeleket �altermin�alis �nyelvtani� jelekre cser�elj�uk� Ez�ert a P! szab�alyrendszerhez

hozz�a kell venni az Xt �� t szab�alyokat� �Igy ezen l�ep�es ut�an a k�ovetkez�o szab�alyform�ak lesz�

nek�

S �� �	 ahol S a kezd�oszimb�olum	

A �� t	 ahol A � N 	 �es t � T 	

A ��Q	 ahol Q� N��

A hosszredukci�o A �� Q alak�u szab�alyra l�Q� � � eset�en ugyan�ugy v�egezhet�o el	 mint a

Kuroda�norm�alforma eset�eben�

�
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De�n��ci�o�

Legyen G �
�
T�N�P� S

�
egy nyelvtan� A G nyelvtan Greibach�f�ele norm�alform�aj�u	 ha

szab�alyai a k�ovetkez�o alak�uak�

S �� �	 �es ekkor S kezd�oszimb�olum	

A �� aQ	 ahol A � N� a � T� �es Q � N��

De�n��ci�o�

Egy nyelvtani jel rekurz�
v ��onbe�agyazott�	 ha van olyan legal�abb � hossz�u levezet�es	 amelynek

mindk�et v�eg�en el�ofordul	 azaz A
�i�
��
G
��A�� �es i � � eset�en A rekurz�
v�

De�n��ci�o�

Egy A � N nyelvtani jel balrekurz�
v	 ha rekurz�
v	 �es A
�i�
��
G
A�� valamely i � � �es �� � �T �N ��

eset�en�

De�n��ci�o�

Egy A � N nyelvtani jel jobbrekurz�
v	 ha rekurz�
v	 �es A
�i�
��
G
��A valamely i � � �es �� �

�T �N �� eset�en�

Vegy�uk �eszre	 hogy ha egy nyelvtani jel nem balrekurz�
v �es nem jobbrekurz�
v	 akkor att�ol m�eg

lehet rekurz�
v�

De�n��ci�o�

G nyelvtan rekurz�
v	 ha l�etezik rekurz�
v nyelvtani jele�

A Greibach norm�alforma l�enyege	 hogy kik�usz�ob�oli a balrekurzi�ot a ��es t�
pus�u nyelvtanokb�ol�

K�erd�es� Cs�okken�e a m�asodik t�
pus�u nyelvtanok hat�oereje	 ha nem csak a bal	 hanem a teljes

rekurzi�ot kiz�arjuk� Ezt m�ar nem lehet megtenni a k�ovetkez�o t�etel miatt�

T�etel�

Ha a G ��es t�
pus�u nyelvtanban nincs rekurz�
v nyelvtani jel	 akkor L�G� v�eges �es �
gy ekkor ��

as t�
pus�u�

Bizony��t�as�

A nyelvtani jelek sz�am�ara vonatkoz�o indukci�oval� A bizony�
t�ast az olvas�ora b�
zzuk�

�

i � � �

De�n��ci�o�
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Legyen G �
�
T�N�P� S

�
egy nyelvtan� A G nyelvtan ��as norm�alform�aj�u	 ha szab�alyai a

k�ovetkez�o alak�uak�

A �� �	

A �� aB�

Kiindul�as egy tetsz�oleges ��as t�
pus�u G nyelvtan� Ebben a rossz alak�u szab�alyok A �� a

alak�uak� K�onnyen l�athat�o	 hogy ezt egy �uj nyelvtani jel �es a k�ovetkez�o szab�alyok seg�
ts�eg�evel

szimul�aljuk�

A �� aF 	

F �� ��

��� ��es t��pus�u nyelvtanok reduk�al�asa

A reduk�al�as a felesleges nyelvtani jelek	 illetve szab�alyok elhagy�as�at jelenti� Milyenek ezek a

felesleges nyelvtani jelek� Az els�o csoportot az olyan nyelvtani jelek k�epezik	 melyek a levezet�es

sor�an zs�akutc�aba visznek	 azaz bel�ol�uk nem vezethet�o le T ��beli sz�o� A m�asodik csoportba pedig

a nem el�erhet�o nyelvtani jelek tartoznak�

Zs�akutc�ak megkeres�ese�

Legyen H �� fA � N
�� u � T � � A

�
��
G
ug� Ezen H halmaz konstrukci�os l�ep�esei�

H� �� fA � N
�� q � T � � A �� q � Pg�

Hi�� �� Hi � fA
�� q � �Hi � T �� � A �� q � Pg�

Nyilv�an igaz	 hogy a Hi halmazok csak b�ov�ulhetnek	 ez�ert egy bizonyos i� indext�ol

kezdv�od�oen mind azonosak lesznek	 �es ekkor Hi� � H� Ekkor az N n H nyelvtani jelek je�

lentik a zs�akutc�akat	 azaz a zs�akutcamentes nyelvtan nyelvtani jeleit a H halmaz tartal�

mazza�

Nem el�erhet�ok megkonstru�al�asa ��osszef�ugg�ov�e alak��t�as��

Itt az el�erhet�o jeleket hat�arozzuk meg� Legyen K halmaz az el�erhet�o nyelvtani jelek

halmaza� Konstrukci�os l�ep�esei�

K� � fSg	

Ki�� � Ki � fA � N
�� B � Ki � B �� ��A�� � Pg�

Nyilv�an itt is igaz	 hogy Ki halmazok csak b�ov�ulhetnek	 ez�ert egy bizonyos i� indext�ol

kezdve mind azonosak lesznek	 �es ekkor Ki� � K� A nem el�erhet�o nyelvtani jelek halmaza az
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N nK halmaz	 azaz az �osszef�ugg�o nyelvtan nyelvtani jeleit a K halmaz tartalmazza�

A zs�akutc�ak kisz�ur�ese �es az �osszef�ugg�ov�e alak�
t�as ut�an a k�ovetkez�o nyelvtant kapjuk�

G� �
�
T�N ��P�� S

�
	 ahol N � � H �K	 �es P� � fA �� � � P

�� A � N � � � � �N � � T ��g�

M�ar csak az a k�erd�es mer�ulhet fel	 hogy milyen sorrendben kell ezt a k�et l�ep�est v�egrehajtani�

�All��t�as�

Csak az el�obbi sorrend a megfelel�o	 azaz el�osz�or a zs�akutc�akat kell kisz�urni	 ut�ana pedig a

nem el�erhet�o jeleket�

Bizony��t�as�

Mi�ert nem j�o a m�asik sorrend� Ellenp�elda�

S�� a
��AB	

A�� a�

Ez �osszef�ugg�o� Ha most kisz�urj�uk a zs�akutc�akat�

S�� a	

A�� a�

Ez pedig nem �osszef�ugg�o�

�

�All��t�as�

Ha a G nyelvtan zs�akutcamentes	 akkor �osszef�ugg�ov�e alak�
t�as ut�an is zs�akutcamentes lesz�

Bizony��t�as�

A bizony�
t�ast az olvas�ora b�
zzuk�

De�n��ci�o�

A G nyelvtant rendezett nyelvtannak nevezz�uk	 ha nyelvtani jelei megsz�amozhat�ok �ugy	 hogy

N � fA�� A�� � � � � Ang	 �es ha Ai �� Ajq � P	 akkor i � j� q � �T �N ���

De�n��ci�o�

A G nyelvtan kv�azi Greibach�norm�alform�aj�u	 ha szab�alyai A �� aq alak�uak	 ahol q � �T �

N ��� a � T 	 �es A � N �

T�etel�
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Tetsz�oleges L � L� nyelvtan eset�en l�etezik olyan G Greibach�norm�alform�aj�u nyelvtan	 melyre

L�G� � L�

Bizony��t�as�

Elegend�o bizony�
tani	 hogy tetsz�oleges G � Gkit� nyelvtan eset�en l�etezik olyan G� Greibach�

norm�alform�aj�u nyelvtan	 melyre L�G�� � L�G�� Egy G � Gkit� Greibach�norm�alform�aj�u nyelv�

tann�a alak�
t�as�anak l�ep�esei�

a� ��mentes�
t�es	

b� line�arisl�anc�mentes�
t�es	

c� redukci�o	

d� rendezett�e alak�
t�as	

e� kv�azi Greibach�norm�alform�aj�uv�a alak�
t�as	 �es

f� Greibach�norm�alform�aj�uv�a alak�
t�as�

Az els�o h�arom pont az eddig t�argyalt m�odszerekkel v�egezhet�ok el	 a d� �es e� l�ep�eseket a

k�ovetkez�okben adjuk meg� Az f� l�ep�es �altermin�alisok bevezet�es�evel egyszer�uen megtehet�o�

�

Megjegyz�es� Ha egy ��mentes nyelvtan rendezett	 akkor biztosan nem balrekurz�
v� �Ugyanis

mindig n�onie kell az indexnek	 teh�at a Greibach�nyelvtanokat a rendezett�e alak�
t�as teszi balre�

kurz�
vmentess�e��

��� Elemi transzform�aci�ok

A t��pus�u transzform�aci�o�

Legyen G ��es t�
pus�u nyelvtan� Tegy�uk fel	 hogy

s � A �� ��B�� � P	 �es

B �� ��
�� �� �� � � � �� �k�

Ekkor ez az elj�ar�as az s szab�alyt a k�ovetkez�okkel helyettes�
ti�

A�� ������
�� ������ �� � � � �� ���k���

A t�obbi szab�alyt v�altozatlanul hagyjuk� Nyilv�an tov�abbra is fenn�all az �
gy kapott G� nyelv�

tanra	 hogy L�G� � L�G���

Jel�ol�ese� Atrans�s� k�	 ami az s szab�aly k�adik nyelvtani jel�ere v�egzi el a transzform�aci�ot�

Ha nincs k�adik nyelvtani jel	 akkor nem csin�al semmit �ezt SKIP jel�oli��

Megjegyz�es� Ha G ��mentes	 line�arisl�anc�mentes �es zs�akutcamentes volt	 akkor G� is az

lesz�
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B t��pus�u transzform�aci�o�

Legyen G ��es t�
pus�u nyelvtan� Tegy�uk fel	 hogy az A � N nyelvtani jele balrekurz�
v	

azaz legyen az �osszes szab�aly A�ra�

A �� A��
�� A�� �� � � � �� A�k �� �� �� �� �� � � � �� �l	

ahol minden i�re �i els�o jele nem A�

Hogyan n�ez ki egy ilyen szab�aly alkalmaz�asa� Az A nyelvtani jelb�ol a k�ovetkez�o alak�u

szavak vezethet�ok le �mint k�ozb�uls�o eredm�eny��

f��� � � � � �lgf��� � � � � �kg��

�Uj nyelvtani jelet vezet�unk be� Z� Az �uj szab�alyok legyenek�

A �� ��
�� � � � �� �l �� ��Z �� � � � �� �lZ	

Z �� ��Z
�� � � � �� �kZ �� �� �� � � � �� �k�

Ez�altal megsz�unt a balrekurzi�o	 jobbrekurzi�o lett bel�ole� Nyilv�an itt is teljes�ul az �
gy kapott

G� nyelvtanra	 hogy L�G� � L�G���

Jel�ol�es� Btrans�A�Z�	 ahol ha az A � N nyelvtani jel nem balrekurz�
v	 akkor maga az

elj�ar�as egy SKIP�

��� Rendezett�e alak��t�as

Tegy�uk fel	 hogy a G nyelvtan rendezetlen	 �es a Greibach�norm�alform�aj�u nyelvtann�a alak�
t�as

eddigi f�azisai megvoltak� Valamint sz�amozzuk meg az eredeti G nyelvtan jeleit� N � fA�� � � � � Ang	

ahol legyen A� a kezd�oszimb�olum� Legyen az algoritmus el�o�	 illetve ut�ofelt�etele�

Q � G nyelvtan ��mentes	 line�arisl�anc�mentes �es zs�akutcamentes	

R � Q � ��i � "�� n# � �s � Ai �� Aj� � P �	 i � j���

Ezt nyilv�an egy ciklussal oldjuk meg	 melynek i�edik f�azis�aban a k�ovetkez�o invari�ans teljes�ul�

P � Q � i � "�� b#� ��k � "�� i# � �s � Ak �� Aj� � P �	 k � j���

Ez m�ar i � ��re teljes�ul	 mert A��re	 a kezd�oszimb�olumra nem l�etezik rossz szab�aly� Az

algoritmus struktogramja�
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i �� �

i � n

i �� i� �

�s � Ai �� Aj� � P� � j � i

Atrans�s� ��

Btrans�Ai� Zi�

M�ar csak egy dologra kell vigy�aznunk� Az �ujonnan bevezetett Zi nyelvtani jelekre m�eg el�

len�orizni k�ene	 hogy teljes�ul�e a rendezetts�eg� De ezt egy egyszer�u m�odon biztos�
thatjuk�

Sz�amozzuk meg a nyelvtani jeleket a k�ovetkez�o sorrend szerint�

Zn� Zn��� � � � � Z�� A�� A�� � � � � An�

�Igy m�ar rendezett lesz az �uj G� nyelvtan�

��� Kv�azi Greibach�norm�alform�aj�uv�a alak��t�as

Legyen a G nyelvtan kv�azi Greibach� Vezess�uk be az lh��� jel�ol�est az � sz�o legels�o jel�ere	 azaz

lh��� � N � T � �Az lh az angol lefthead sz�o r�ovid�
t�ese��

Legyen az algoritmus el�o�	 illetve ut�ofelt�etele�

Q � G ��mentes	 line�arisl�anc�mentes	 zs�akutcamentes �es rendezett	

R � Q � �i � "�� n# � �s � Ai �� � � P �	lh��� 
� N ��

Nyilv�an ezt ism�et ciklussal oldjuk meg	 melynek invari�ansa�

P � Q � i � "�� n#� �k � "i� n# � �s � Ak �� � � P �	lh��� 
� N ��

Az algoritmus struktogramja�

i �� n

i � �

i �� i� �

s � Ai �� � � P�lh��� � N

Atrans�s� ��

�� Z�arts�agi t�etelek
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Legyen � n�v�altoz�os nyelvi oper�ator� Ekkor az L�� � � � � Ln nyelvek eset�en ��L�� � � � � Ln� is egy

nyelv�

De�n��ci�o�

Az L nyelvcsal�ad z�art a � nyelvi oper�atorra	 ha L�� � � � � Ln � L eset�en ��L�� � � � � Ln� � L�

T�etel�

Az Li �i � �� �� �� �� nyelvoszt�alyok z�artak az uni�o	 konkaten�aci�o �es a lez�ar�as m�uveletekre�

Bizony��t�as�

El�eg bizony�
tani	 hogy ha G�� G� � Gkiti	 akkor l�eteznek olyan G�� Gkonk� G
� � Gkiti nyelvta�

nok	 melyekre

L�G�� � L�G�� � L�G��	

L�Gkonk� � L�G��L�G��	

L�G�� � �L�G���
��

Legyenek G� �
�
T�� N��P�� S�

�
�es G� �

�
T�� N��P�� S�

�
� Feltehet�o	 hogy N� �N� � �� �Ha

nem	 akkor csup�an �atnevezz�uk�� Tov�abb�a feltehet�o	 hogy i � �� �� ��re termin�alis jel csak A �� u

szab�alyokban fordul el�o� Alapkonstrukci�o�

G� ��
�
T� � T�� N� �N� � fSg�P� � P� � fS �� S�

�� S�g� S�	
Gkonk ��

�
T� � T�� N� �N� � fSg�P� � P� � fS �� S�S�g� S

�
	

G� ��
�
T�� N� � fSg�P� � fS �� �

�� S�Sg� S��
Nyilv�an a fenti nyelvekre a nyelvtanok den�
ci�oja alapj�an a

�
�� tartalmaz�as fenn�all� Bi�

zony�
tani kell	 hogy a
�
�� ir�any�u tartalmaz�as is teljes�ul	 �es hogy a fent deni�alt nyelvta�

nok i�t�
pus�u nyelvtanok�

�� Uni�o�

Bizony�
tani kell	 hogy S
�
��
G�

u �	 S�
�
��
G�

u � S�
�
��
G�

u� Ez nyilv�an teljes�ul	 hiszen kezd�esk�ent

csak k�et szab�aly k�oz�ul alkalmazhatunk egyet	 azaz S �� S� vagy S �� S� valamelyik�et�

Tegy�uk f�ol	 hogy az S �� S� szab�alyt alkalmaztuk� Ekkor nyilv�an S�
�
��
G�

u	 mert a levezet�es

sor�an csak N��beli nyelvtani jelek ker�ulnek be	 �es N� � N� � � miatt csak P��beli szab�alyok

alkalmazhat�ok� Ugyanez az S �� S� szab�alyra is igaz� Teh�at uni�ora a
�
�� ir�any is teljes�ul�

K�erd�es	 hogy megmarad�e a t�
pus� Egyetlen probl�ema � levezet�es�en�el van� Vil�agos	 hogy

i � �� �� ��ra mindenk�epp teljes�ul� i � � esetn�el az alapkonstrukci�on m�odos�
tani kell�

� 
� L�G�� � L�G�� �	 nincs m�odos�
t�as	
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� � L�G�� � L�G�� �	 P� �� P� n fS� �� �g � P� n fS� �� �g � fS �� S�
�� S� �� �g�

	� Konkaten�aci�o�

A
�
�� ir�any�u tartalmaz�as bizony�
t�as�ahoz be kell l�atni	 hogy S

�
��
Gkonk

u eset�en l�etezik az u sz�onak

olyan u � vw felbont�asa	 amelyre S�
�
��
G�

v	 �es S�
�
��
G�

w teljes�ul�

Tekints�unk egy tetsz�oleges u � L�Gkonk� sz�ot� Erre l�etezik levezet�es Gkonk�ban	 azaz S
�
��
Gkonk

u�

Mivel N� �N� � �	 �
gy nyilv�an ez a levezet�es elv�egezhet�o a k�ovetkez�o m�odon is�

S ��
Gkonk

S�S�
�
��
Gkonk

vS�
�
��
Gkonk

vw�

ahol S��b�olP��beli szab�alyokkal vezett�uk le a v sz�ot	 S��b�ol pedig a P��beli szab�alyokat alkalmaztuk

w levezet�es�ere� Ezekre tudjuk	 hogy vw � u	 mert az S
�
��
Gkonk

u levezet�est r�eszletezt�uk� Viszont ekkor

nyilv�an l�etezik u �es w szavaknak levezet�ese az eredeti G�� G� nyelvtanokban	 teh�at S�
�
��
G�

v �es

S�
�
��
G�

w� Ez viszont pontosan azt jelenti	 hogy L�Gkonk� � L�G��L�G��	 mert u � vw � L�Gkonk�	

�es ez megfelel a konkaten�aci�o den�
ci�oj�anak�

Tov�abbi k�erd�es	 hogy ugyanaz lesz�e az �
gy kapott nyelvtan t�
pusa�

Vil�agos	 hogy az i � �� � esetekben biztosan	 hiszen ezekben az esetekben a kiterjeszt�es de�

n�
ci�oja �ertelm�eben nincs megk�ot�es a szab�alyok jobb oldal�an �all�o nyelvtani jelek maxim�alis

sz�am�ara� Viszont i � � eset�en csak az A �� u �es az A �� uB�u � T �� alak�u szab�alyok van�

nak megengedve	 viszont az S �� S�S� szab�aly m�ar nem	 teh�at szimul�alnunk kell� Tegy�uk fel	

hogy az A �� a � P� szab�allyal fejez�odik be a G��beli levezet�es� Ekkor ett�ol az a jelt�ol kell foly�

tatnunk a m�asodik �G��beli� levezet�est a k�ovetkez�o szab�allyal�

A �� aS��

Innen m�ar v�altozatlan a levezet�es	 mint G��ben� Jel�olj�uk ezt a transzform�aci�ot $�P�� S���vel� �Igy

a m�odos�
tott nyelvtan�

Gkonk ��
�
T� � T�� N� �N��$�P�� S�� � P�� S�

�
�

Ekkor m�ar i � ��ra is megtartja a t�
pus�at�

Az i � � esetben ism�et az ��levezet�eses szab�alyokkal van probl�ema� Itt n�egy eset lehets�eges�

Ha ugyanis se a G� nyelvtanban	 se a G� nyelvtanban nem lehet ��ra vezetni	 akkor nincs probl�ema	

az eredeti konstrukci�o is ��es t�
pus�u lesz� Ha viszont vagy a G�	 vagy a G� nyelvtanban levezethet�o

�	 akkor nyilv�an v�altoztatnunk kell Gkonk szab�alyrendszer�enek den�
ci�oj�an az al�abbi m�odon�

Pkonk ��


����
���

�P� � P� � fS �� �
�� S�S�g� n fS� �� �g� ha � � L�G��� � 
� L�G���

�P� � P� � fS �� �
�� S�S�g� n fS� �� �g� ha � 
� L�G��� � � L�G���

�P� � P� � fS �� �
�� S�S�g� n fS� �� �� S� �� �g� ha � � L�G��� � � L�G���
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�Igy Gkonk m�ar nyilv�an ��es t�
pus�u lesz�


� Lez�ar�as�

Bizony�
tani kell	 hogy S
�
��
G�

u eset�en l�etezik olyan k konstans	 hogy u � u�u� � � � uk	 ahol

minden i�re S�
�
��
G�

ui�

Ha G ��es t�
pus�u nyelvtan	 akkor a konstrukci�onk miatt a levezet�es a k�ovetkez�ok�eppen n�ez ki�

S��
G�

S
���
� � � �S

�k�
� S

�
��
G�

���� � � ��k
�
��
G�

u� � � � uk � u�

Nyilv�an �i�k levezethet�ok S��b�ol� Ugyanis egy kor�abbi �all�
t�as alapj�an a k�ornyezetf�uggetlen nyelvta�

nok eset�en u felbonthat�o u � u� � � �uk alakra	 melyre S���
G�

ui� Teh�at i � ��re bel�attuk az �all�
t�ast�

Ugyanakkor az i � �� �� � esetekben ugyanez m�ar nem mondhat�o el	 az eredeti konstrukci�on

v�altoztatni kell� Mi�ert nem lesz j�o az el�obbi levezet�es� Mert a levezet�es sor�an a hat�arokon lev�o

jelekre is alkalmazhatn�ank szab�alyokat� Ugyanis tegy�uk fel	 hogy a levezet�es sor�an a k�ovetkez�o

sz�ot kapjuk�

S
�
��
G�

�S��S���

Vil�agos	 hogy mivel i 
� �	 ez�ert ezek nem k�ornyezetf�uggetlen nyelvtanok	 s �
gy ak�ar olyan szab�aly

is alkalmazhat�o lenne	 mely � �es � n�eh�any jel�et is felhaszn�aln�a	 ami viszont nyilv�an az eredeti

nyelvtanban m�eg csak f�ol se mer�ult�

Ez�ert m�odos�
tsuk az eredeti konstrukci�ot a k�ovetkez�o m�odon�

P� �� P� � fS �� �
�� S�S�g � ftS� �� tS

�� �t � T�g�

Itt term�eszetesen elegend�o a termin�alis jelekre megadni a szab�alyokat	 hiszen a t�etel elej�en feltett�uk	

hogy termin�alis jel i � �� �� � eset�en csak az A �� u szab�alyokban fordul el�o�

Ekkor m�ar i � �� �� � eset�en is benne lesz az eredeti nyelv lez�artja az �altalunk deni�alt nyelvtan

gener�alt nyelv�eben�

�

De�n��ci�o�

Az el�obbi t�etel alapj�an az �uni�o	 konkaten�aci�o �es a lez�ar�as m�uveleteket regul�aris m�uveleteknek

nevezz�uk�

De�n��ci�o�

Legyen G �
�
T�N�P� S

�
� G�� Ekkor u � T � eset�en legyen K a legfeljebb l�u� hossz�us�ag�u

szavak sz�ama� Jel�ol�esben� K � K�G� u� �
���T �N ��l�u�

���
�All��t�as�
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Minden G � Gkit� nyelvtan b�armely u � L�G� szav�anak van legfeljebb K�G� u� hossz�u leve�

zet�ese�

Bizony��t�as�

K�et esetet k�ul�onb�oztet�unk meg�

u � � �

Ekkor K�G� �� � �	 mert csak egy nulla hossz�u sz�o l�etezik	 �es ez illeszkedik az egyetlen

S �� � levezet�es � hossz�ahoz�

u 
� � �

Ha u � L�G�	 akkor l�etezik S � ����
G
����

G
� � ���

G
�s � u levezet�es� Ekkor

term�eszetesen van olyan S � ����
G

� � ���
G
�s� levezet�es is	 ahol mindegyik �i k�ul�onb�oz�o� Ugya�

nis	 ha i � j eset�en �i � �j	 akkor az i �es j k�oz�otti levezet�eseket egyszer�uen elhagy�

juk� Teh�at s� � s�

De a hossz�us�ag nem cs�okkent�ese miatt l���� � l���� � � � � � l��s�� � l�u�� Ebb�ol pedig

m�ar k�ovetkezik	 hogy ��� ��� � � � � �s� �
�
T � N

	�l�u�
	 �es mivel ezek mind k�ul�onb�oz�ok	 ez�ert

biztosan igaz	 hogy s� �
���T �N	�l�u��� � K�G� u��

�

	� Algoritmussal de
ni�alt nyelvek

Legyen LRekFel a rekurz�
van felsorolhat�o nyelvek oszt�alya	 LParcRek a parci�alisan rekurz�
v

nyelvek oszt�alya	 LRek pedig a rekurz�
v nyelvek oszt�alya�

T�etel�

L� � LRekFel � L� � LParcRek � L� � LRek �

Bizony��t�as�

Megfelel�o algoritmusok konstrukci�oj�aval bizony�
tjuk� Legyen G �
�
T�N�P� S

�
tetsz�oleges ��

�as t�
pus�u nyelvtan� Konstru�aljuk meg a G�beli S�b�ol kiindul�o �osszes levezet�es tG f�aj�at�

A tG fa den�
ci�oja� pontjai �T �N �� elemeivel	 �elei N�N elemeivel vannak c�
mk�ezve	 valamint

gy�okere S�

A fa megkonstru�al�asa� egy � pontb�ol kiindul�o	 � v�egpont�u �es �i� j��vel c�
mk�ezett �el akkor �es

csak akkor lesz eleme a tG f�anak	 ha ���
G
�	 a levezet�es sor�an G�nek a j�edik szab�aly�at haszn�aljuk �es

a helyettes�
t�es els�o jele ��nak az i�edik poz�
ci�oj�an van� Teh�at el�oz�oleg sz�amozzuk meg a szab�alyokat�

Nyilv�an ez a fa G �osszes levezet�es�et tartalmazni fogja� P�eld�aul legyen a G nyelv�
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tan szab�alyrendszere a k�ovetkez�o�

�� S��SS	

�� S�� aSb	

�� S�� ��

Ekkor ennek a levezet�esf�aja a k�ovetkez�ok�eppen n�ez ki�

K�erd�es	 hogy mikor vezethet�o le egy adott u sz�o� Nyilv�an akkor	 ha a tG f�anak van olyan

pontja	 ami u�val van c�
mk�ezve
�
cimke�c� � u

	
� Teh�at a felsorol�ashoz csak szintfolytonosan kell

bej�arnunk a f�at� Ekkor minden pontot �erinteni fogunk	 mivel minden pontnak csak v�eges sz�am�u

le�agaz�asa lehet�

Teh�at a felsorol�o algoritmus cs�ucsfeldolgoz�o elj�ar�asa�

n
cimke�c� � T �

n k�ul�onben

ki�
r�cimke�c�� SKIP

Parci�alis eld�ont�o algoritmus cs�ucsfeldolgoz�o elj�ar�asa	 ahol u az input sz�o�

n
cimke�c� � u

n k�ul�onben

Exit��	 bej�ar�as� SKIP

Eld�ont�o algoritmus cs�ucsfeldolgoz�o elj�ar�asa	 ha G � Gkit�	 azaz hossz�us�agot nem cs�okkent�o �ekkor

az el�oz�o fejezet utols�o t�etele szerint ha u sz�o levezethet�o	 akkor legfeljebb a K�G� u� szintig meg

kell tal�alni��

n
szintsz�am�c� � K�G� u�

n

szintsz�am�c� � K�G� u�

� cimke�c� � u
n k�ul�onben

Exit��	 bej�ar�as� Exit��	 bej�ar�as� SKIP

Teh�at minden esetben tal�altunk algoritmust� Az utols�o k�et elj�ar�as eset�en az
�
Exit��	 bej�ar�as��

�es az
�
Exit��	 bej�ar�as�� az jelentik	 hogy a fabej�ar�ast befejezz�uk	 �es pozit%v	 illetve negat%v v�alaszt

adunk vissza� A fa bej�ar�asa pedig a szok�asos szintfolytonos fabej�ar�as algoritmusa�
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�

Ha a Church�t�ezist elfogadjuk	 akkor L��LParcRek �LRekFel �

�� Matematikai g�epekkel jellemezhet�o nyelvek

De�n��ci�o�

n�verem alatt a k�ovetkez�o �n� ���ost �ertj�uk�

V �
�
A� T�&� � � � � �&n � �� a�� 	

�
� � � � � � 	

n
� � F

�
�

ahol

A az �allapotok halmaza �ez legyen v�eges halmaz�	

T egy �ab�ec�e	

&i az i�edik verem �ab�ec�eje	

� az �allapot�atmeneti f�uggv�eny	

a� � A kezd�o�allapot	

	i� a vermek kezd�oszimb�olumai	

F � A a v�eg�allapotok halmaza�

Ekkor � � A � �T � f�g��&� � � � �� &n �� �A�	
�

������	
�

n �nemdeterminisztikus modell��

Legyen adott V automata	 aminek �ab�ec�ej�ere vezess�uk be a T �V� jel�ol�est�

De�n��ci�o�

Kongur�aci�onak nevezz�uk azoknak az adatoknak az �osszess�eg�et	 amikt�ol a g�ep elk�ovetkezend�o

m�uk�od�ese f�ugg�

Nyilv�an ez m�ar az eddig elolvasottakt�ol nem f�ugg	 ez�ert a k�ovetkez�o n � ��est nevezz�uk kon�

gur�aci�onak�

"a� u� ��� � � � � �n#�

ahol�

a az aktu�alis �allapot	

u az input sz�o �elolvasatlan�	

�i az i�edik verem tartalma�
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De�n��ci�o�

K�ozvetlen kongur�aci�o�atmenetr�ol besz�el�unk	 ha V egy l�ep�esben eljut a megadott kon�

gur�aci�oba	 azaz "a� u� ��� � � � � �n# �a
A

"b� v� ��� � � � � �n# akkor �es csak akkor	 ha van olyan t �

T � f�g	 hogy u � tv	 �es minden i � "�� n# eset�en van olyan 	i � &i �es �i� 
i � 	�i 	 ame�

lyekre �i � 	i�i� �i � 
i�i� valamint �b� 
�� � � � � 
n� � ��a� t� 	�� � � � � 	n��

De�n��ci�o�

A k�ozvetett kongur�aci�o�atmenet a k�ozvetlen �atmenet re�ex�
v	 tranzit�
v lez�artja� Jel�ol�ese�
�

�a
V

De�n��ci�o�

Az u sz�ohoz tartoz�o kezd�okongur�aci�o� "a�� u� 	�� � � � � � 	
n
� #�

De�n��ci�o�

Egy kongur�aci�o termin�al�o kongur�aci�o	 ha nincs r�ak�ovetkez�oje�

De�n��ci�o�

Elfogad�o egy "f� �� ��� � � � � �n# kongur�aci�o	 ha f � F �

A V n�verem elfogadja az u sz�ot	 ha l�etezik �atmenet az u sz�ohoz tartoz�o kezd�okongur�aci�ob�ol

elfogadott kongur�aci�oba� A V �altal elfogadott nyelv�

L
�
V
	
�
�
u � T �

�� "a�� u� 	�� � � � � � 	n� #
�

�a
V

"f� �� ��� � � � � �n# valamely f � F �re
�
�

De�n��ci�o�

Egy adott V n�verem determinisztikus	 ha minden kongur�aci�oban legfeljebb egy darab r�ak�o�

vetkez�oje van� Ez k�et felt�etel teljes�ul�ese eset�en �all fenn�

�� Minden �a� t� 	�� � � � � 	n� � D� eset�en
�� ��a� t� 	�� � � � � 	n� ��� ��

�� ��a� �� 	�� � � � � 	n� 
� � eset�en minden t � T �re
�� ��a� t� 	�� � � � � 	n� ��� ��

A m�asodik felt�etel szerint ��os m�uk�od�esn�el nem lehet val�odi m�uk�od�ese�

Jel�ol�esek�

LnV jelentse az n�vermek �altal elfogadott nyelvek oszt�aly�at	

LDnV jelentse a determinisztikus n�vermek �altal elfogadott nyelvek oszt�aly�at�
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�� �vermek
Milyen egy ��verem� �Altal�aban �allapot�atmeneti diagrammal �abr�azoljuk	 melynek pontjai

�allapotokkal vannak c�
mk�ezve	 �elei pedig T � f�g�beli elemekkel� Ez �
gy egy ir�any�
tott gr�af	 ahol

egy adott a � A�val c�
mk�ezett pontb�ol a b � B pontba pontosan akkor vezet egy t � T �vel c�
mk�ezett

�el	 ha b � ��a� t��

��vermek oszt�alyoz�asa�

� Nincs megk�ot�es �v�eges	 ���atmenetes	 nemdeterminisztikus automata�	 elfogadott nyelv�et jel�olje

L�NDA �

� ���atmenet megtilt�asa �v�eges	 nemdeterminisztikus automata�	 jel�ol�es� LNDA �

� Nemdeterminisztikuss�ag �es ���atmenet megtilt�asa �v�eges	 parci�alisan determinisztikus automa�

ta�	 jel�ol�es� LPDA �

� Nemdeterminisztikuss�ag �es ���atmenet megtilt�asa	 azaz b�armely a � A �es t � T eset�en
��

��a� t�
��� �	 �es

�� ��a� �� ��� � �v�eges	 determinisztikus automata�	 jel�ol�es� LDA �

Ezen oszt�alyoz�as alapj�an nyilv�anval�o	 hogy L�V � L�NDA � LNDA � LPDA � LDA �

�All��t�as�

A
�

�a
V

rel�aci�o f�uggetlen a sz�o elolvasatlan r�esz�et�ol�

Bizony��t�as�

Tegy�uk fel	 hogy "a� uw� ��� � � � � �n#
�

�a
V

"b� w� ��� � � � � �n#� Ez pontosan azt jelenti	 hogy w�nek

nincs szerepe az automata m�uk�od�es�eben	 azaz "a� u� ��� � � � � �n#
�

�a
V

"b� �� ��� � � � � �n#� Ennek teljes

indukci�oval val�o bel�at�as�at az olvas�ora b�
zzuk�

�

�All��t�as�

A kongur�aci�o�atmenetek folytathat�ok	 azaz "a� u� ��� � � � � �n#
�

�a
V

"b� �� ��� � � � � �n# �es "b� v� ��� � � � � �n#
�

�a
V

"c� �� ��� � � � � �

eset�en "a� uv� ��� � � � � �n#
�

�a
V

"c� �� ��� � � � � �n#�

Bizony��t�as�

Tegy�uk fel	 hogy

"a� u� ��� � � � � �n#
�

�a
V

"b� �� ��� � � � � �n# �es

"b� v� ��� � � � � �n#
�

�a
V

"c� �� ��� � � � � �n#�

Ekkor az el�oz�o �all�
t�as szerint "a� uv� ��� � � � � �n#
�

�a
V

"c� v� ��� � � � � �n#	 �es a
�

�a
V

rel�aci�o tranziti�

vit�as�ab�ol ad�odik az �all�
t�as�

�
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T�etel�

L�V � L��

Bizony��t�as�

A k�etir�any�u tartalmaz�ast l�atjuk be�

�
���

Minden ��as t�
pus�u nyelvhez l�etezik ��as norm�alform�aj�u nyelvtan	 �
gy teh�at el�eg bel�atni	 hogy

tetsz�oleges	 ��as norm�alform�aban adott nyelvtanhoz l�etezik V ��verem	 hogy L�V� � L�G��

Legyen G �
�
T�N�P� S

�
� Ennek a nyelvtannak a szab�alyai legyenek a k�ovetkez�o alak�uak�

A �� tB

A �� �	 ahol A�B � N �es t � T �

Legyen az s levezet�es a k�ovetkez�o�

A � B���
G
t�B���

G
t�t�B���

G
� � ���

G
t�t� � � � tkBk �Bk �� C��

A k�erd�es az	 hogyan tudjuk ezt automat�aval szimul�alni� A ti jel gener�al�as�anak feleljen meg a

ti jel olvas�asa� Eredm�eny� Bi�k lesznek a nyelvtani jelek� Ha A �� � szab�alyt alkalmazunk	 akkor

A legyen v�eg�allapot� Ekkor a k�ovetkez�o kongur�aci�o�atmeneteket v�arjuk�

"B�� t� � � � tk# �a
A

"B�� t� � � � tk# �a
A

� � � �a
A

"Bk� �#�

Konstrukci�o� Legyen V �
�
N� T� �� S� F

�
	 ahol

C � ��B� t� �	 B �� tC � P	 ahol t � T 	 �es

B � F �	 B �� � � P�

K�onnyen bel�athat�o az u sz�o hossz�ara vonatkoz�o indukci�o alapj�an	 hogy

"A� u#
�

�a
V

"B� �# �	 A
�
��
G
uB�

Ekkor m�ar val�oban L�V� � L�G�	 ugyanis u � L�V� �	 B � F � �"S� u#
�

�a
V

"B� �#� �	 B �

�B��
G
�� S

�
��
G
uB� �	 S

�
��
G
u �	 u � L�G��

Milyen az �
gy kapott automata� Ez egy ���atmenet n�elk�uli automata	 �
gy most egy kicsit

t�obbet l�attunk be	 azaz L� � LNDA �

�
���

Itt el�eg bel�atni	 hogy tetsz�oleges ��veremhez l�etezik olyan G � Gkit�	 hogy L�G� � L�V��

Tulajdonk�eppen ugyanazt csin�aljuk	 mint az ellenkez�o ir�any eset�en�

Legyen V �
�
A� T� �� a�� F

�
	 �es legyen G �

�
T�A�P� a�

�
a hozz�a konstru�aland�o nyelvtan�

Milyenek legyenek P szab�alyai�



Automat�ak �es form�alis nyelvek �	

a �� tb � P �	 b � ��a� t�	 ahol t � T � f�g	

f �� � � P �	 f � F �

Ez kiterjesztett ��as nyelvtan lesz	 mert t lehet � is	 ugyanis V�ben nem volt megtiltva az ��

�atmenet� Ekkor a levezet�es hossza szerinti indukci�oval bel�athat�o	 hogy

a
�
��
G
ub �	 "a� u#

�
�a
V

"b� �#�

Ebb�ol m�ar k�ovetkezik	 hogy L�G� � L�V��

�

����� Determinisztikus ��vermek �LD�V �

T�etel�

LD�V � L�V �

Bizony��t�as�

Eddig m�ar bel�attuk	 hogy L�V � L� � LNDA � M�asr�eszt a den�
ci�ob�ol tudjuk	 hogy LDA �

LD�V � L�V � Teh�at el�eg bebizony�
tani	 hogy LNDA � LDA �

Determinisztikuss�a t�etel algoritmusa�

Be kell l�atni	 hogy tetsz�oleges A v�eges	 nemdeterminisztikus automat�ahoz van olyan A� v�eges	

determinisztikus automata	 amelyre az elfogadott nyelvek azonosak	 azaz L�A� � L�A���

Tekints�unk egy A�beli �atmenetet� Legyen a egy cs�ucs	 �es egy adott t � T jel hat�as�ara az

�osszes �atmenet c�� � � � � ck� Ezek mind p�arhuzamos m�uk�od�es�uek� Vegy�uk egy �allapotnak ezek�

nek az �osszevont halmaz�at	 �
gy m�ar csak egy darab �allapot�atmenet lesz a t jel hat�as�ara�

Teh�at az �uj	 determinisztikus automata �allapothalmaza �A	 ahol A a nemdeterminisztikus au�

tomata �allapothalmaza�

C1 Ck

A

C1 Ck...

A

t

. . .

tt

����� �Abra� Nemdeterminisztikus �atmenetek �atalak��t�asa

Tegy�uk f�ol	 hogy A�
�
A� T� �� a�� F

�
	 �es legyen A� �

�
�A� T� ��� fa�g�F

�
� Deni�aljuk ���t a
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k�ovetkez�o m�odon�

���fb�� � � � � bsg� t� ��
s�
i��

��bi� t��

B � F �	 B � F 
� ��

�All��t�as�

"B� u#
�

�a
A�

"C� �# akkor �es csak akkor teljes�ul	 ha egyr�eszt minden b � B �es a � A eset�en

"b� u#
�

�a
A

"a� �#	 akkor a � C	 m�asr�eszt ha minden c � C�re van olyan b � B	 amelyre "b� u#
�

�a
A

"c� �#�

Bizony��t�as�

Teljes indukci�oval�

Ez az automata ugyanazt tudja	 mint az eredeti	 hiszen� u � L�A�� �	 B � F �

�"fa�g� u#
�

�a
A�

"B� �#� �	 B � �B � F 
� � � �b � B � "a�� u#
�

�a
A

"b� �#� �	 b � F �

"a�� u#
�

�a
A

"b� �# �	 u � L�A��

Ez�ert t�enyleg L�A�� � L�A�	 �es A� egy v�eges	 determinisztikus automata� Gyakorlatban

�altal�aban ennek csak az �osszef�ugg�o r�esz�et konstru�alj�ak meg�

�

K�ovetkezm�eny�

L� � L�V � L�NDA � LNDA � LPDA � LD�V �

����� A �� t��pus�u nyelvek n�eh�any tulajdons�aga

Kis Bar�Hillel lemma�

Minden L � L� nyelvre van olyan n � n�L� � N nyelvf�ugg�o konstans	 hogy minden u � L

sz�o eset�en ha u � ��u
���

�
l�u�� � n

	
� akkor van u��nek olyan v r�eszszava �u� � ��v���	 hogy

� � l�v� � n	 �es minden i � � eset�en ����v
i���� � L� Teh�at L minden szav�anak el�eg hossz�u

r�eszszav�aban l�etezik el�eg r�ovid	 nem�ures beiter�alhat�o r�eszsz�o�

Bizony��t�as�

Tudjuk	 hogy minden L � L� eset�en van A v�eges	 determinisztikus automata	 melyre L�A� �

L� Legyen A �
�
A� T� �� a�� F

�
	 �es n ��

��A���� n�L�
	
� Vizsg�aljunk meg egy megfelel�o tulajdons�a�

g�u sz�ot	 azaz legyen u � L�A�� u � ��u
���� �es l�u

�� � n �
��A���

Tegy�uk fel	 hogy u� � t�t� � � � tm	 �es m � n� Az automat�aban a k�ovetkez�o kongur�aci�o�atmenetek

kellenek az elfogad�ashoz�

"a�� ��t�t� � � � tm��#
�

�a
A

"c�� t�t� � � � tm��# �a
A

"c�� t� � � � tm��# �a
A

� � �
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� � � �a
A

"cm� ��#
�

�a
A

"f� �# �f � F ��

Tekints�uk a �c�� c�� � � � � cm� sorozatot� Ez m � � � n � � elem�u� A skatulyaelv alapj�an biztosan

l�eteznek k� j �k 
� j� sz�amok	 melyekre � � j � k � n �es cj � ck	 ugyanis n �
��A��� Ekkor

viszont f�oltehet�o	 hogy j �es k k�oz�ott m�ar nincs ilyen p�ar �mert akkor azt v�alasztottuk volna j� k�

nak��

u� sz�o felbont�asa legyen �� �� t� � � � tj � v �� tj�� � � � tk� �es �� �� tk�� � � � tm� Tudunk adni j� k

v�alaszt�asa miatt v hossz�ara egy becsl�est� � � l�v� � n�

Tov�abb�a az is igaz	 hogy

"c�� ��#
�

�a
A

"cj� �#	

"cj� v#
�

�a
A

"ck� �# � "cj� �#	

"ck� ��#
�

�a
A

"cm� �#�

De ezekb�ol m�ar nyilv�an k�ovetkezik	 hogy

"cj� vi#
�

�a
A

"cj� �#�

Teh�at �osszegezve az eddigieket�

"a�� ����vi����#
�

�a
A

"c�� ��vi����#
�

�a
A

"cj� vi����#
�

�a
A

"cj� ����#
�

�a
A

"f� �#�

�es ebb�ol m�ar k�ovetkezik az �all�
t�as	 hogy ����v
i���� � L�A� � L�

�

Most n�ezz�unk egy p�eld�at a Kis Bar�Hillel lemma alkalmaz�as�ara� Jel�olje HE a he�

lyes z�ar�ojelez�esek halmaz�at� Erre fogalmazzuk meg a k�ovetkez�o �all�
t�ast�

�All��t�as�

HE 
� L��

Bizony��t�as�

Indirekt m�odon� Tegy�uk fel	 hogyHE � L�� A Kis Bar�Hillel lemmaalapj�an ekkor l�etezik n �

n�L�� Vegy�uk a k�ovetkez�o sz�ot� u �� �n�n	 �es legyen u� � �n� Ekkor l�u�� � n	 �
gy alkalmazhatjuk

a Kis Bar�Hillel lemm�at�

Ekkor u��ben l�etezik v nem�ures	 beiter�alhat�o sz�o� Legyen v �� �d	 ahol d � �� K�erd�es az	

hogy ekkor �n�d�d
i

�n eleme lesz�e a HE halmaznak� Ez viszont nem igaz	 mert csak i � � eset�en

teljes�ul	 ami 
gy nyilv�an ellentmond�ast ad� �

K�ovetkezm�eny�

A programoz�asi nyelvek szintaxisai nem �
rhat�ok le tiszt�an ��as t�
pus�u nyelvtannal� Viszont

a tokenek	 azonos�
t�ok le�
r�as�ara m�ar haszn�alhat�o automata	 a ford�
t�oprogramokban ez a lexik�alis
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elemz�o �scanner��

V�eges	 determinisztikus automata eset�en kiterjeszthetj�uk a � f�uggv�enyt nemcsak egy jelb�ol �all�o

u sz�ora	 hiszen minden a � A �es u � T � eset�en l�etezik pontosan egy b � A	 amelyre "a� u#
�

�a
A

"b� �#�

De�n��ci�o�

A kiterjesztett � f�uggv�eny legyen '��a� u� �� b	 amelyre teh�at "a� u#
�

�a
A

"'��a� u�� �#�

Ezt kihaszn�alva nyilv�anval�o �osszef�ugg�esek az al�abbiak�

'��a� �� � a	

'��a� uv� � '��'��a� u�� v�	

"a� t# �a
A

"'��a� t�� �#� a � A �es t � T �

A kongur�aci�o�atmenet fogalm�at felhaszn�alva ��a� t� � '��a� t�� Teh�at a '� t�enyleg val�odi kiter�

jeszt�ese � f�uggv�enynek	 �
gy teh�at a ' jel elhagyhat�o�

De�n��ci�o�

Adott L nyelv p � T ��ra vonatkoz�o marad�eknyelve Lp	 ahol

Lp �� fv
�� pv � Lg�

Tulajdons�agai�

�
Lp
	
q
� Lpq 	

L� � L	

� � Lp �	 p� � L �	 p � L�

De�n��ci�o�

Az A determinisztikus automata a � A �allapotra vonatkoz�o marad�ek�at jel�olje LAa � Azaz legyen

LAa �� fv
�� ��a� v� � Fg�

Teh�at az adott a �allapotb�ol a v input sz�o hat�as�ara az automata v�eg�allapotba ker�ul� Ennek

tulajdons�agai�

�LAa �q � LA��a�q�	

LAa� � L�A�	

� � LAa �	 a � F �
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Myhill�Nerode t�etele�

L � L� akkor �es csak akkor	 ha
��fLpgp�T�

�� ��	 ahol T � T �L� az L nyelv �ab�ec�eje�

Bizony��t�as�

�
���

Konstru�alunk egy v�eges	 determinisztikus automat�at	 melynek az �allapothalmaza fLpgp�T� �

Ez a felt�etel szerint v�eges halmaz� Ekkor Lp azt az �allapotot jel�oli	 ahova a kezd�o�allapotb�ol p input

elolvas�asa ut�an jutunk�

Legyen AL
� �

�
fLpgp�T� � T� �� L�� F

�
	 ahol F �� fLp

�� � � Lpg	 �es ��Lp� t� �� Lpt� Ekkor AL
�

tulajdons�agai�

�� � j�ol deni�alt	 azaz Lp � Lq eset�en ��Lp� t� � ��Lq � t��

� Ugyanis Lp � Lq �	 �Lp�t � �Lq�t �	 Lpt � Lqt �	 ��Lp� t� � ��Lq� t��

�� Minden u � T � eset�en ��Lp� u� � Lpu�

� A � den�
ci�oja seg�
ts�eg�evel az u sz�o hossz�ara vonatkoz�o indukci�oval bel�athat�o�

�� Lp � F �	 p � L�

M�ar csak azt kell bel�atni	 hogy L�AL
� � � L� Ez pedig k�onnyen igazolhat�o	 hiszen u �

L�AL
� � �	 ��L�� u� � F �	 L�u � Lu � F �	 u � L�

�
�	�

Legyen L � L�� Tudjuk	 hogy l�etezik olyan A �
�
A� T� �� a�� F

�
v�eges	 determinisztikus

automata	 amelyik az L nyelvet fogadja el	 azaz L � L�A�� Ekkor biztos	 hogy jfLAa ga�Aj � jAj �

�	 mert A v�eges �es determinisztikus� Vegy�uk tetsz�oleges u � T ��ra az Lu marad�eknyelvet� Ekkor

Lu �
�
LAa� �u � LA

��a��u�
� �Igy nyilv�an fenn�all	 hogy

fLugu�T� � fLAa ga�A�

amivel a t�etelt bel�attuk�

�

Ekkor AL
� �allapothalmaza fLugu�T� �

K�ovetkezm�eny�

Az AL
� automata �allapotsz�ama kisebb vagy egyenl�o	 mint tetsz�oleges	 az L nyelvhez adott

automata �allapotsz�ama�

De�n��ci�o�

Az AL
� automat�at minim�alis automat�anak nevezz�uk� �L�hez adott minim�alis �allapotsz�am�u

automata��
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Megjegyz�es� �altal�aban scanner programokhoz c�elszer�u ezt haszn�alni	 mert ez�altal jelent�osen fel�

gyors�
that�o a lexik�alis elemz�es sebess�ege� Teh�at c�elunk az	 hogy megtal�aljuk ezt a minim�alis auto�

mat�at�

����� Minim�alis automata megkeres�ese

Adott egy L � L� nyelv	 mely egy v�eges	 determinisztikus automat�aval van megadva�

Pr�ob�aljuk ebb�ol megkonstru�alni a minim�alis automat�at	 AL
� �et� Egyel�ore �allapotsz�am�cs�okkent�o

transzform�aci�okat adunk�

���Osszef�ugg�ov�e alak��t�as�

Nyilv�an ki lehet hagyni az automata �altal nem haszn�alt �allapotokat�

De�n��ci�o�

Egy A automata �osszef�ugg�o	 ha minden a � A eset�en l�etezik olyan u � T � sz�o	 hogy ��a�� u� �

a�

Teh�at ha egy automata nem �osszef�ugg�o	 elhagyhatjuk a kezd�o�allapotb�ol nem el�erhet�o

�allapotokat	 hiszen ezeknek am�ugy sincs szerep�uk a nyelv kialak�
t�as�aban� Teh�at az �osszef�ugg�o au�

tomata �allapothalmaza�

A�ossz � fa � A
�� u � T � � ��a�� u� � ag�

Konstrukci�o�

H� �� fa�g	

Hi�� �� Hi � fa
�� b � Hi � t � T � ��b� t� � ag	

A Hi halmazok itt is csak b�ov�ulhetnek	 ez�ert az A �allapothalmaz v�egess�ege miatt egy i� indext�ol

kezd�od�oen v�egig megegyeznek	 �es ekkor A�ossz � Hi� � Legyen A�ossz �
�
A�ossz� T� �

��
A�ossz � T

� a�� F �A�ossz

�
	 erre nyilv�an teljes�ul	 hogy L�A�ossz� � L�A��

	� Redukci�o�

Legyen A�
�
A� T� �� a�� F

�
� K�et �allapot nem megk�ul�onb�oztethet�o a nyelvelfogad�as szempont�

j�ab�ol	 ha ugyanazon szavak hat�as�ara ker�ul�unk bel�ol�uk v�eg�allapotba� C�elunk az	 hogy ezeket az

�allapotokat is elhagyjuk	 de �ugy	 hogy az elfogadott nyelv ne v�altozzon meg�

De�n��ci�o�

Legyenek a� b � A �allapotok� a �es b ekvivalensek	 ha LAa � LAb � Jel�ol�ese� a � b�

Tulajdons�agai�
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� ekvivalenciarel�aci�o	

� kongruenciarel�aci�o is�

De�n��ci�o�

Egy � � A� A rel�aci�o jobbkongruencia	 ha minden u � T � eset�en a�b �	 ��a� u����b� u��

�All��t�as�

A � rel�aci�o jobbkongruencia�

Bizony��t�as�

Ugyanis a � b �	 LAa � LAb �	 �u � T ��ra
�
LAa

	
u
�
�
LAb

	
u
�	 �u � T ��ra LA��a�u� �

LA
��b�u� �	 �u � T ��ra ��a� u� � ��b� u��

�

De�n��ci�o�

Az
�
�� rel�aci�o k�et automata �allapotaira vonatkoz�o kiterjeszt�ese�

a� � a�� haLA�
a�

� LA�
a�
� ahol

A��A� a k�et automata	 �es a� � A�� a� � A��

De�n��ci�o�

Legyenek A��A� k�et automata a
���
� �es a

���
� kezd�o�allapotokkal� Ekkor A� ekvivalens A��vel	

azaz

A� � A�� ha a
���
� � a

���
�

�
vagyis ha L�A�� � L�A��

	
�

Annak �erdek�eben	 hogy egyszer�ubb automat�ahoz jussunk	 vegy�uk a faktorstrukt�ur�at� Ekkor

mag�at a redukci�ot az jelenti	 hogy k�epezz�uk az A automata ��ra vonatkoz�o faktorautomat�aj�at�

Jel�ol�esben� A
�
�	 azaz

A
�
� �

�
fCaga�A� T� �

�� Ca��F
�
�

ahol

Ca az a�val ekvivalens �allapotok oszt�alya	 melynek reprezent�ansa a	

F � fCa
�� a � Fg	

���Ca� t� � C��a�t�	 azaz egy tetsz�oleges reprezent�anssal deni�aljuk�
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Az A
�
� automata tulajdons�agai�

�� �� j�ol deni�alt� Ez nyilv�anval�o	 mert jobbkongruencia�

�� ���Ca� u� � C��a�u�	 ahol u � T ��

�� Cb � F �	 b � F �

De�n��ci�o�

Egy adott A automata reduk�alt automata	 ha minden a� b � A eset�en a � b �	 a � b	 azaz

nincsenek k�ul�onb�oz�o ekvivalens �allapotai�

�All��t�as�

Az A
�
� automata reduk�alt	 �es L�A

�
�� � L�A��

Bizony��t�as�

A
�
� automata tulajdons�agai alapj�an u � LAa �	 ��a� u� � F �	 C��a�u� � F �	

���Ca� u� � F �	 u � L
A�	
Ca

� Teh�at bel�attuk	 hogy a k�et nyelv azonos	 azaz L�A
�
�� � L�A��

Emiatt a den�
ci�o alapj�an tetsz�oleges a � A �allapotra a � Ca	 amib�ol k�ovetkezik	 hogy LAa � L
A�	
Ca

�

Ezenk�
v�ul A
�
� reduk�alt is	 ugyanis ha Ca � Cb	 akkor L

A

a � L
A�	
Ca

� L
A�	
Cb

� LAb miatt a � b	 �es

emiatt ugyanazt az oszt�alyt reprezent�alj�ak	 azaz Ca � Cb�

�

Megjegyz�es�

Ha az automata a redukci�o el�ott m�ar �osszef�ugg�o volt	 akkor a redukci�o ut�an is az lesz� Teh�at

ha adott egy A automata	 akkor abb�ol m�ar tudunk k�esz�
teni egy �osszef�ugg�o	 reduk�alt automat�at	

v�arhat�oan kisebb �allapotsz�ammal�

K�erd�es	 hogy ezzel mennyire k�ozel�
tett�uk meg a minim�alis automat�at�

De�n��ci�o�

Legyenek Ai �
�
Ai� T� �i� a

�i�
� � Fi

�
	 ahol i � �� �	 v�eges	 determinisztikus automat�ak� Ekkor A�

�es A� izomorfak	 ha l�etezik  � A� �� A� k�olcs�on�osen egy�ertelm�u r�ak�epez�es	 melyre a k�ovetkez�ok

teljes�ulnek�

�� 
�
a
���
�

	
� a

���
� 	

�� 
�
F�
	
� F�	

�� ��t meg�orzi	 azaz minden a� � A� �es minden t � T eset�en 
�
���a�� t�

	
� ��

�
�a��� t

	
� K�onnyen

bel�athat�o	 hogy ekkor ez minden u � T ��ra is igaz�

Jel�ol�es� A�
�� A��

T�etel�
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Legyenek A� �es A� �osszef�ugg�o	 reduk�alt �es egym�assal ekvivalens automat�ak� Ekkor A�
�� A��

Bizony��t�as�

Az �osszef�ugg�os�egb�ol ad�odik a k�ovetkez�o k�et �all�
t�as�

Ai � f�i�a
�i�
� � p�

�� p � T �g�

Fi � f�i�a
�i�
� � p�

�� p � L�Ai�g�

�Igy m�ar k�onny�u a megfeleltet�est megadni�

 � ���a
���
� � p� ��� ���a

���
� � p� b�armely p � T ��ra�

Most m�ar csak annak ellen�orz�ese van h�atra	 hogy ez egy bijekt�
v f�uggv�eny�

���a
���
� � p� � ���a

���
� � q�

red� �of
�	 ���a

���
� � p� � ���a

���
� � q� �	 LA�

���a
���
� �p�

� LA�
���a

���
� �q�

�	�
LA�
a
���
�

	
p
�

�
LA�
a
���
�

	
q

ekv
�	

�
LA�
a
���
�

	
p
�

�
LA�
a
���
�

	
q
�	 LA�

���a
���
� �p�

� LA�
���a

���
� �q�

�	 ���a
���
� � p� �

���a
���
� � q� �	 ���a

���
� � p� � ���a

���
� � q��

Teh�at  j�ol deni�alt �es bijekt�
v lek�epez�es� Tov�abb�a meg kell vizsg�alni	 teljes�ulnek�e az �� �

�� felt�etelek�


�
a
���
�

	
� 

�
���a

���
� � ��

	
� ���a

���
� � �� � a

���
� 	


�
F�
	
� F�	 ez F�� F� el�o�all�
t�as�ab�ol k�ovetkezik�

Legyen ���a
���
� � p� � A� tetsz�oleges�


�
������a

���
� � p�� t�

	
� 

�
���a

���
� � pt�

	
� ���a

���
� � pt�	 �es

��
�
����a

���
� � p��� t

	
� ��

�
���a

���
� � p�� t� � ���a

���
� � pt��

�

K�ovetkezm�eny�

Egy tetsz�oleges nyelv k�et automat�aj�anak �osszef�ugg�o	 reduk�alt automat�ai izomorfak�

����� �Allapotok ekvivalenci�aj�anak algoritmikus eld�ont�ese

K�et �allapot ekvivalenci�aj�at egyel�ore nem tudjuk a den�
ci�o alapj�an eld�onteni	 ugyanis

a � b �	 LAa � LAb �	 �u � T � �
�
��a� u� � F �	 ��b� u� � F

	
�

Itt T � v�egtelen	 teh�at algoritmikusan ez �
gy nem megoldhat�o� Megpr�ob�aljuk approxim�alni

v�eges rel�aci�oval�
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De�n��ci�o�

Legyenek ��� �� bin�aris rel�aci�ok� Ekkor �� nomabb	 mint ��	 ha b�armely a� b � A eset�en

a��b �	 a��b�

Jel�ol�ese� �� � ���

De�n��ci�o�

Legyen
i
�	 az i�edik ekvivalencia �i � �� a k�ovetkez�ok�eppen deni�alva�

a
i
�b pontosan akkor	 ha minden u � T�i eset�en

�
��a� u� � F �	 ��b� u� � F

	
�

Tulajdons�agai�

�� ekvivalenciarel�aci�o	

�� minden a� b � A eset�en a
i��
� b �	 a

i
�b � ��t � T � ��a� t�

i
���b� t���

��
�
� �

�
� �

�
� � � � � ��� M�eg azt is tudjuk	 hogy a � b �	 �i � � � a

i
�b� Jel�olje j

i
�j az

i
�

ekvivalencia ekvivalenciaoszt�alyainak a sz�am�at� Ekkor igaz lesz
i
��ra	 hogy

j
�
�j � j

�
�j � j

�
�j � � � � � j � j � jAj ���

Ekkor viszont l�etezik olyan n � N	 melyre j
n
�j � j

n��
� j� Legyen a legkisebb ilyen sz�am i�� Teh�at

i� �� minfn
�� jn�j � j

n��
� jg�

Milyen becsl�est tudunk adni i��ra� Az nyilv�anval�o	 hogy � � j
�
�j	 i� pedig akkor lesz a legnagyobb	

ha az oszt�alyok sz�ama a lehet�o leglassabban n�o	 azaz egyes�evel� Teh�at tegy�uk f�ol	 hogy j
�
�j �

�� j
�
�j � �� � � � � j

i��j � i� � �	 azaz i� � � � jAj� Teh�at biztos	 hogy i� � jAj � ��

A rekurz�
v �osszef�ugg�es alapj�an nyilv�an minden j � i� eset�en
j
� �

i��	 ugyanis ehhez azt kell

bel�atni	 hogy ha
j
� �

j��
� 	 akkor

j��
� �

j��
� 	 �es ez k�ovetkezik abb�ol	 hogy

j
� �

j��
� eset�en minden a� b�

re a
j��
� b �	 a

j��
� b� ��t � T � ��a� t�

j��
� ��b� t�� �	 a

j
�b� ��t � T � ��a� t�

i
���b� t�� �	 a

j��
� b�

Teh�at az is fenn�all	 hogy minden j � ��ra
i�� �

j
�	 amib�ol ad�odik	 hogy

i�� ��� Azaz

k�olcs�on�osen nomabbak egym�asn�al	 ami csak �ugy lehets�eges	 hogy megegyeznek	 teh�at
i�� ���

�I gy m�ar algoritmikusan is eld�onthet�o az ekvivalencia�

K�ovetkezm�eny�

��
jAj��
� �

��� Kleene t�etele

De�n��ci�o�

Regul�aris nyelveknek nevezz�uk az elemi nyelveket �halmazuk legyen LREG�� Ekkor

�i� LREG tartalmazza az elemi nyelveket	

�ii� LREG z�art az uni�o	 konkaten�aci�o �es a lez�ar�as m�uveletekre	

�iii� LREG a legsz�ukebb olyan nyelvoszt�aly	 mely az �i�	 �ii� felt�eteleknek megfelel�
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T�etel�

LREG � L��

Bizony��t�as�

Itt is a k�etir�any�u tartalmaz�ast kell bel�atni�

�
���

El�eg bel�atni	 hogy L� rendelkezik az �i�	 �ii� tulajdons�agokkal�

�i� Tudunk adni ��as t�
pus�u szab�alyokat az elemi nyelveknek�

� P � fS �� tg	 ha L � ftg	

� P � fS �� �g	 ha L � f�g	

� P � �	 ha L � ��

�ii� kor�abban m�ar l�attuk	 hogy L� z�art a regul�aris m�uveletekre�

�
��

Tudjuk	 hogy L�� LDA � Elegend�o tetsz�oleges A v�eges	 determinisztikus automata eset�en

bel�atni	 hogy L�A� � LREG�

Sz�amozzuk meg az automata �allapotait a k�ovetkez�ok�eppen�

A �
�
fa�� � � � � ang� T� �� a��

�
aij

�s
j��

�
�

Vezess�uk be a k�ovetkez�o jel�ol�est	 ahol � � i� j � n �es k � ��

Lki�j �� fu � T �
�� "ai� u# �

�a
A

"aj� �#	 �es a k�ozben �erintett �allapotok indexe nem nagyobb k�

n�al g�

A den�
ci�o alapj�an vil�agos	 hogy Lni�j � Ln��i�j � � � � 	 hiszen nincs val�odi megk�ot�es az �erintett

�allapotokra� Teh�at ha a v�eg�allapotokra vessz�uk az uni�ot�

L�A� �
sS

j��
Ln��ij �

Teh�at ha minden i� j� k�ra igaz lenne a regularit�as
�
Lki�j � LREG

	
	 akkor L�A� � LREG	 mert

LREG z�art az �uni�o m�uvelet�ere�

Lemma�

Minden i� j� k eset�en Lki�j � LREG�

Bizony��t�as�

Teljes indukci�oval k�ra vonatkoz�oan	 minden i� j�re p�arhuzamosan�
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k � � �

Ekkor nyilv�an L�
i�j � ft � T

�� ��ai� t� � ajg ��ij	 ahol

�ij �

�
f�g� ha i � j	
�� ha i 
� j�

Teh�at L�
i�j regul�aris	 mert elemi nyelvek uni�oja�

k � ��

Tegy�uk fel	 hogy k�ig igaz az �all�
t�as	 teh�at Lki�j regul�aris b�armely i� j�re� Vizsg�aljuk meg

k � ��re� K�et eset lehets�eges�

k � n�

Ebb�ol viszont k�ovetkezik	 hogy Lk��i�j � Lki�j 	 teh�at L
k��
i�j is regul�aris�

k � n�

Legyen u � Lk��i�j tetsz�oleges� Ekkor az automata ai �allapot�ab�ol aj �allapot�aba ker�ul az u

sz�o hat�as�ara �ugy	 hogy a k�ozb�uls�oleg �erintett �allapotok sorsz�ama maximum k � �� Teh�at k�et

eset lehets�eges�

a� Nem volt ak�� �allapot� Ekkor nyilv�an u � Lki�j is fenn�all	 mely az indukci�os felt�etel szerint

regur�alis nyelv�

b� Volt ak�� �allapot� Ekkor osszuk f�ol az u sz�ot �ugy	 hogy ezekn�el az ak�� �allapotokn�al

�allap�
tjuk meg a r�eszszavak hat�ar�at� Teh�at�

ai
u�z �� �� � � ak��

v�z �� �� � � ak��
v�z �� �� � � � � �

vlz �� �� � � ak��
u�z �� �� � � aj� �z �

u

�

Tudjuk	 hogy minden k�ozb�uls�o szakaszon az �allapotok sorsz�ama legfeljebb k	 vagyis

u� � Lki�k��� vd � Lkk���k��� u� � Lkk���j�

Ebb�ol m�ar k�ovetkezik	 hogy

u � u�v� � � � vlu� � Lki�k��
�
Lkk���k��

	�
Lkk���j�

Teh�at azt kaptuk	 hogy Lk��i�j � Lki�j � Lki�k��
�
Lkk���k��

	�
Lkk���j� Itt a

�
�� tartalmaz�as

m�ar nyilv�anval�o	 teh�at azonosak�

Teh�at a lemmam�ar k�ovetkezik mindebb�ol	 ugyanis az indukci�os felt�etel szerint a jobb oldalon

�all�o nyelvek regul�arisak	 �
gy Lk��i�j is az�

�
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����� Tov�abbi z�arts�agi t�etelek ��as t��pus�u nyelvekre

Tegy�uk fel	 hogy adott egy A �
�
A� T� �� a�� F

�
v�eges	 determinisztikus automata� Ez kiter�

jeszthet�o tetsz�oleges T � � T �ab�ec�ere� B�ov�
ts�uk ki az �allapothalmazt egy d zs�akutca �allapottal	 �es

deni�aljuk erre ��t a k�ovetkez�ok�epp�

��a� t�� �� d minden t� � T � n T �re �es a � A�ra	

��d� t�� �� d minden t� � T ��re�

Tov�abbi felt�etel	 hogy d 
� F 	 �
gy L�A�� � L�A��

T�etel�

Az L� nyelvoszt�aly z�art a komplementer	 a metszet	 a k�ul�onbs�eg �es a szimmetrikus di(eren�

cia m�uveletekre�

Bizony��t�as�

El�eg bel�atni egy tetsz�oleges LDA automat�ara�

Komplementer�

Az A v�eges	 determinisztikus automat�ahoz konstru�alunk egy olyan A automat�at	 amelyre

L�A� � L�A�� Legyen A �
�
A� T� �� a�� A n F

�
	 �es erre teljes�ul az �all�
t�as�

Metszet� k�ul�onbs�eg� szimmetrikus dierencia�

Legyen � tetsz�oleges m�uvelet a�� n��m�uveletek k�oz�ul� Legyenek Ai �
�
Ai� T� �i� a

�i�
� � Fi

�
�

automat�ak	 i � �� �	 ahol feltett�uk	 hogy az �ab�ec�ek azonosak	 hiszen kiterjeszthet�ok�

Konstru�alni kell egy A
 automat�at	 melyre fenn�all	 hogy

L�A
� � L�A�� � L�A���

Legyen A
 �
�
A��A�� T� ������ �a

���
� � a

���
� �� F


�
�un� direkt szorzat automata� Ekkor A


m�uk�od�ese egyszer�u	 mert a kezd�o�allapotb�ol �� � �� szerint haladunk	 azaz komponensenk�ent�

Teh�at ��� � ���
�
�a�� a��� t

	
�
�
���a�� t�� ���a�� t�

	
� Ekkor m�eg a v�eg�allapotok halmaz�at kell

deni�alni�

F� �� F� � F�	

Fn �� F� � �A� n F��	

F� ��
�
F� � �A� n F��

	
�
�
�A� n F�� � F�

	
�

�
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��� Algoritmikusan eld�onthet�o probl�em�ak ��
as t��pus�u nyelveken

Egy adott probl�ema algoritmikusan eld�onthet�o	 ha l�etezik olyan algoritmus	 mely igen

v�alasszal �all le	 ha van megold�as	 k�ul�onben nem v�alaszt ad�

Eld�ont�esi probl�em�ak�

I� u � L	 ahol u input sz�o	 �es L � L��

Tegy�uk fel	 hogy L mint egy v�eges	 determinisztikus automata van megadva� �Ez m�ar

v�eges le�
r�as�� A d�ont�esi elj�ar�as�

�� ha u 
� T �A��	 akkor
�
nem� a v�alasz	

�� ha u � T �A��	 akkor u sz�ot az A automata inputj�ara tessz�uk	 �es elind�
tjuk A�t� Ha az A

automata elfogadja az u sz�ot	 akkor a d�ont�esi elj�ar�as is igent v�alaszol	 egy�ebk�ent nemet�

Itt az automat�at nem kell felt�etlen ismerni	 csak mint
�
fekete doboz��t	 ugyanis maga a

d�ont�esi elj�ar�as nem haszn�alja ki az automata bels�o szerkezet�et� Teh�at or�akulumk�ent m�uk�odik	

azaz feltesz�unk egy k�erd�est	 amire igennel vagy nemmel v�alaszol�

Viszont legal�abb h�arom inform�aci�ot ismerni kell az automat�ar�ol�

�� ismerni kell az �ab�ec�ej�et	

�� az �allapotainak sz�am�at
�
n�A�

	
	

�� �es lennie kell egy RESET kapcsol�onak	 amivel alap�allapotba tudjuk hozni�

Ezekkel az eld�ont�esi feladat m�ar megoldhat�o�

II� L 
� ��

Egy k�ezenfekv�o �direkt� m�odszer	 hogy minden T ��ban szerepl�o sz�ora alkalmazzuk az

I� eld�ont�esi probl�em�at� Ekkor ha valamikor igen v�alaszt kapunk	 akkor nem �ures a nyelv�

Term�eszetesen ez az �ut �
gy nem j�arhat�o	 mert nem v�eges�

�All��t�as�

L 
� � �	 L � T�n�A� 
� ��

Bizony��t�as�

�
��� ir�any trivi�alis�

�
�	� ir�any bizony�
t�asa a kis Bar�Hillel�lemm�aval t�ort�enik� Legyen u

az L nyelv egy minim�alis hossz�us�ag�u szava� Azt kellene bel�atni	 hogy l�u� � n�A��

Indirekt m�odon tegy�uk fel	 hogy l�u� � n�A�� Mivel L � L�	 ez�ert igaz a kis Bar�Hillel�

lemma	 ahol konstansk�ent v�alaszthatjuk n�A��t	 hiszen b�armely automata �allapotsz�ama j�o�

Mivel l�u� � n�A�	 ez�ert l�etezik v 
� � beiter�alhat�o r�eszszava� Iter�aljuk ezt i � ��szor �es jel�olje

az �
gy kapott sz�ot u� � L� Vil�agos	 hogy l�u�� � l�u�� l�v� � l�u�	 ami nyilv�an ellentmond a
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feltev�esnek�

�

Ezzel bel�attuk	 hogy m�egis visszavezethet�o az I��es eld�ont�esi probl�em�ara ez a feladat �ugy	

hogy az �osszes u � T �A��n�A� sz�ora megk�erdezz�uk	 hogy u � L teljes�ul�e�

III� jLj ���

Ha ez eld�onthet�o	 akkor nyilv�an jLj �� is eld�onthet�o�

�All��t�as�

jLj �� �	 L � T �A�n�A��l��n�A� 
� ��

Bizony��t�as�

Az el�oz�o �all�
t�ashoz hasonl�oan a kis Bar�Hillel�lemm�aval t�ort�enhet	 amit az olvas�ora

b�
zunk�

�

IV � L� � L��

Vil�agos	 hogy L� � L� �	 L� n L� � �� �A z�arts�agi t�etelt felhaszn�alva L� n L� � L�%�

Probl�ema� Az L�� L� automat�ak k�ul�on�k�ul�on adottak	 most pedig a k�ul�onbs�egautomat�a�

ra van sz�uks�eg�unk� Nyilv�an az el�oz�o z�arts�agi t�etelt felhaszn�alva megkonstru�alhat�o a direkt

szorzat automata� An� Ennek v�eg�allapotai� F� � �A� n F��� Erre meg tudjuk	 hogy n�An� �

n�A��n�A���

K�erd�es� hogyan lehetne An�t mint or�akulumot el�o�all�
tani az A��A� or�akulumokb�ol� Szi�

mul�al�assal� Ugyanis minden sz�oval az A��A� or�akulumokat egyszerre ind�
tjuk el	 �es ha mind�

kett�o le�allt	 megvizsg�aljuk az eredm�enyt� Ha A� igent adott	 A� pedig nemet	 ak�

kor igent ad vissza a szimul�alt or�akulum is	 egy�ebk�ent nemet�

V � L� � L��

Ez is visszavezethet�o	 ugyanis L� � L� �	 L��L� � �� Ez�altal visszavezett�uk a II��

es probl�em�ara� Itt az A� automata az el�oz�o feladathoz hasonl�o m�odon szimul�alhat�o�

��� ��es t��pus�u nyelvek

De�n��ci�o�

Legyen G �
�
T�N�P� S

�
tetsz�oleges kiterjesztett ��es t�
pus�u nyelvtan� Ekkor a t f�at G felet�

ti szintaxisf�anak nevezz�uk	 ha megfelel a k�ovetkez�o tulajdons�agoknak�

�� Pontjai T �N � f�g elemeivel vannak c�
mk�ezve�
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�� Bels�o pontjai N elemeivel vannak c�
mk�ezve�

�� Legyen egy bels�o pont c�
mk�ejeX	 a k�ozvetlen lesz�armazottjainak c�
mk�ei pedig X�	 X�� � � � � Xk

balr�ol jobbra olvasva� Ekkor X �� X�X� � � �Xk � P�

�� Az ��nal c�
mk�ezett pontoknak nincs testv�ere�

A szintaxisf�akkal a levezet�es szerkezet�et �abr�azoljuk� Jel�olje egy adott t szintaxisfa leveleinek balr�ol

jobbra val�o �osszeolvas�as�at front�t�	 a fa gy�oker�et pedig gy�t��

Lemma�

Ha t G feletti szintaxisfa	 akkor gy�t�
�
��
G

front�t��

Bizony��t�as�

A fa magass�ag�ara vonatkoz�o indukci�oval�

h � � magass�ag�

Ekkor a t szintaxisfa csak egy pontb�ol �allhat	 mely esetben gy�t� � front�t�� �Ugyanis

ekkor minden G nyelvtanra az �all�
t�as igaz lesz	 mert a levezet�es re�ex�
v��

h� � magass�ag�

Tegy�uk fel	 hogy h magass�agra igaz az �all�
t�as	 be kell l�atnunk	 hogy h� � magass�agra is

igaz lesz�

Legyen h�t� � h��� Ekkor biztosan van legal�abb k�et szintje� Legyen a gy�ok�er X � N �nel

cimk�ezve� Ha t egy szintaxisfa volt	 akkor a t�� t�� � � � � tk r�eszf�ak is szintaxisf�ak	 teh�at igaz	 hogy

h�t��� � � � � h�tk� � h� Alkalmazzuk az indukci�os felt�etelt a ti r�eszf�akra	 teh�at gy�ti� � front�ti�	

minden i � �� � � � � k eset�en�

t1 tk

X1 Xk
1 1ahol  gy(t )=X , gy(t )=Xk k

X

. . .

����� �Abra� Indukci�os felt�etel alkalmaz�asa egy szintaxisf�ara

Legyenek gy�ti� � Xi nyelvtani jelek� Tudjuk a den�
ci�ob�ol	 hogy balr�ol jobbra olvas�

va X �� X� � � �Xk � P	 ez�ert megkonstru�alhatjuk a k�ovetkez�o levezet�est�

gy�t� � X��
G
X� � � �Xk

�
��
G

front�t��X� � � �Xk
�
��
G

� � �
�
��
G

front�t�� � � � front�tk� � front�t��

�
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De�n��ci�o�

Kaptunk egy speci�alis levezet�est	 ugyanis ha egy poz�
ci�on elv�egz�unk egy levezet�est	 az att�ol

balra es�o jelek m�ar v�altozatlanok maradnak a levezet�es v�eg�eig� Ezt nevezz�uk legbal levezet�esnek�

Jel�ol�ese� A
�
��
G�lb

��

Ugyan�
gy deni�alhat�o a legjobb levezet�es is� Jel�ol�ese� A
�
��
G�lj

��

K�ovetkezm�eny�

Minden G feletti t szintaxisfa eset�en gy�t�
�
��
G�lb

front�t�� �Term�eszetesen legjobb levezet�es is

l�etezik��

Lemma�

Legyen X � T �N � f�g tetsz�oleges� Ha X
�
��
G
�	 akkor l�etezik G feletti t szintaxisfa	 amelyre

gy�t� � X	 �es front�t� � ��

Bizony��t�as�

Levezet�es hossza szerinti indukci�oval�

h � � hossz�u levezet�esre�

Ekkor nyilv�an X
���
��
G
�� A den�
ci�o szerint X � �	 �es ekkor egy pontb�ol �all a fa	 melynek

X a c�
mk�eje�

h� � hossz�u levezet�esre�

Tegy�uk fel	 hogy h hossz�u levezet�esre igaz az �all�
t�as	 bizony�
tjuk h���re� LegyenX
�h���
��
G

��

Ekkor term�eszetesen l�etezik legels�o l�ep�es �h � ��� Tegy�uk fel	 hogy ez a legels�o l�ep�es a

k�ovetkez�ok�eppen n�ez ki�

X��
G
X�X� � � �Xk

�h�
��
G
��

Mivel a G nyelvtan ��es t�
pus�u	 ez�ert egy kor�abbi �all�
t�as alapj�an felbonthat�o � � �� � � � �k

alakra �ugy	 hogy Xi
��h�
��
G
�i� i � �� � � � � k� Alkalmazva az indukci�os felt�etelt ezekhez l�eteznek ti

szintaxisf�ak	 amikre gy�ti� � Xi �es front�ti� � �i� Teh�at megkonstru�alhat�o a k�ovetkez�o fa�

a� k � � eset�en az X �� � szab�alyt alkalmaztuk	 teh�at a szintaxisfa az X nyelvtani jellel

c�
mk�ezett gy�ok�erb�ol �es egy ��nal c�
mk�ezett lev�elb�ol �all�

b� k � � eset�en l�etrehozunk egy X jellel c�
mk�ezett cs�ucsot	 �es ehhez kapcsoljuk hozz�a balr�ol

jobbra a t�� � � � � tk szintaxisf�ak gy�oker�eit� Ezt megtehetj�uk	 mert X �� X�X� � � �Xk � P�

Vil�agos	hogy mindk�et esetben gy�t� � X �es front�t� � ��

�

K�ovetkezm�eny�

X
�
��
G
� �	 X

�
��
G�lb

� �	 X
�
��
G�lj

� �	 l�etezik G feletti t szintaxisfa	 amelyre gy�t� � X �es
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front�t� � ��

Teh�at sz�oprobl�em�at �ugy is el lehet d�onteni	 hogy megpr�ob�alunk megkonstru�alni egy G felet�

ti t szintaxisf�at	 amire gy�t� � S	 �es front�t� � u� Ezt a folyamatot nevezz�uk elemz�esnek� P�eld�aul

programnyelvek elemz�es�ehez haszn�alhat�o	 ugyanis m�eg a sz�o szerkezet�et is megadja�

Tov�abb�a l�enyeges azt vizsg�alni	 hogy egy adott sz�onak h�any jelent�ese lehet� Ugyanis ha t�obb	

egym�ast�ol k�ul�onb�oz�o szintaxisf�at lehet konstru�alni egy adott sz�ohoz	 akkor m�ar t�obb k�ul�onb�oz�o

levezet�ese l�etezik� Teh�at l�enyeges probl�ema az egy�ertelm�us�eg vizsg�alata�

De�n��ci�o�

Egy adott G nyelvtan egy�ertelm�u	 ha minden u � L�G� sz�onak pontosan egy szintaxisf�aja

l�etezik�

De�n��ci�o�

Az L � L� nyelv egy�ertelm�u	 ha van olyan G � Gkit� nyelvtan	 mely egy�ertelm�u�

De�n��ci�o�

Az L � L� nyelv l�enyegesen nem egy�ertelm�u	 ha az adott nyelvhez nem l�etezik egy�ertelm�u

nyelvtan�

Probl�ema� Megtal�alni az egy�ertelm�u nyelvtanokat�

��P�elda� Nem egy�ertelm�u nyelvtan� Legyen A egy azonos�
t�o �termin�alis jel�	 �es G� pedig olyan

nyelvtan	 ahol�

T �� fA��� �g	

N �� f� kif �g	

P �� f� kif ���� kif � � � kif �
��� kif � � � kif �

�� Ag�
N�ezz�uk meg az u � A� A �A sz�ot� Erre k�et k�ul�onb�oz�o levezet�es is adhat�o�

<kif><kif>

<kif>

<kif>

*

+

<kif> <kif>

<kif>

<kif>

<kif> <kif>+

*

A A A A

AA

����� �Abra� P�elda nem egy�ertelm�u nyelvtanra
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Ez a nyelvtan nem egy�ertelm�u	 de a gener�alt nyelv m�egis egy�ertelm�u	 mert tudunk adni hozz�a

egy�ertelm�u nyelvtant� Legyen G� nyelvtan szab�alyrendszere a k�ovetkez�o�

� kif ���� tag �
��� tag � � � kif �

� tag ��� A
�� A� � tag �

Ugyanezen u � A� A �A p�eld�aban m�ar csak egy szintaxisfa l�etezik�

*

A

A <tag>

<tag>

+

<kif>

A

<tag> <kif>

����� �Abra� Levezet�es egy�ertelm�u nyelvtanban

	�P�elda� L�enyegesen nem egy�ertelm�u nyelv� Legyen a nyelv a k�ovetkez�o�

fanbncm
�� n�m � �g � fambncn

�� n�m � �g�

Itt nyilv�an lehet adni ��es t�
pus�u nyelvtant az uni�o mindk�et tagj�ara k�ul�on�k�ul�on	 de mag�ara

az uni�ora m�ar nem� Ugyanis az anbncn szavaknak mindig lesz k�et k�ul�onb�oz�o szintaxisf�aja� �Ennek

bizony�
t�as�at az olvas�ora b�
zzuk��

��� Nagy Bar�Hillel�lemma

Lemma�

Minden L � L� eset�en l�eteznek p� q � � nyelvf�ugg�o eg�esz konstansok �p � p�L�� q � q�L��	

amelyekre ha u � L	 �es l�u� � p	 akkor u�nak l�etezik u � xyzvw felbont�asa	 ahol l�yv� � �	

l�yzv� � q �es minden i � � eg�eszre xyizviw � L�

Bizony��t�as�

Mivel L � L�	 ez�ert l�etezik hozz�a G Chomsky�norm�alform�aj�u nyelvtan	 melyre L�G� � L�

Legyen G �
�
T�N�P� S

�
Chomsky�nyelvtan� �Szab�alyai A �� BC�A �� a� S ��

� alak�uak�� Adjuk meg a konstansokat� p �� �jNj�� �es q �� �jNj� Ezek a konstan�

sok f�uggnek a nyelvt�ol	 de az u sz�ot�ol m�ar nem�
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Bizony�
tani kell	 hogy ekkor l�etezik egy u � xyzvw felbont�as� Legyen u � L olyan	 hogy

l�u� � p� Tudjuk	 hogy u�hoz l�etezik olyan G feletti t szintaxisfa	 melyre gy�t� � S �es front�t� � u�

Tudjuk tov�abb�a	 hogy t bin�aris fa	 mert G Chomsky�norm�alform�aj�u� �Igy ha elhagyjuk a leveleit	

egy pontos bin�aris fa keletkezik	 de ugyanannyi levele lesz akkor is� �Az A �� a alak�u szab�alyok

miatt�� Jel�olj�uk ezt a f�at red�t��vel�

Becs�ulj�uk meg t magass�ag�at front�t� hossza seg�
ts�eg�evel� El�osz�or red�t� magass�ag�at becs�ulj�uk�

h�t�� � � h�red�t�� � log� l
�
front�red�t��

	
� log� l�front�t�� � log� l�u��

Valamint log� l�u� � log� �
jNj�� � jN j � �� Ebb�ol m�ar k�ovetkezik	 hogy h�t� � jN j�

A

A

S

yx v wz

u = xyzvw

�	�	� �Abra� A szintaxisfa egyik leghosszabb �utja

A leghosszabb �uton ez�ert legal�abb jN j�� darab pont van� Ebb�ol egy termin�alis jel	 a marad�ek

jN j� � pont nyelvtani jellel van c�
mk�ezve� Teh�at biztosan van legal�abb egy ism�etl�od�o nyelvtani

jel� V�alasszuk ki a leghosszabb �uton alulr�ol a legel�osz�or ism�etl�od�o p�art� Jel�olje ezt az ism�etl�od�o

nyelvtani jelet A� Vegy�uk azt a k�et t�� t� r�eszf�at	 ahol ez az ism�etl�od�o nyelvtani jel a gy�ok�er�

Ez�altal felosztottuk a sz�ot �ot r�eszre� Ezek alapj�an a k�ovetkez�o levezet�eseket adhatjuk meg�

a� S
�
��
G
xAw� a t� t� szintaxisf�ab�ol	

b� A
�
��
G
yAv� a t� � t� szintaxisf�ab�ol	

c� A
�
��
G
z� a t� szintaxisf�ab�ol�

Alkalmazzuk egyszer az a� pontot	 majd i�szer a b� pontot	 v�eg�ul ism�et egyszer c��t� Az ered�

m�eny�

xyizviw � L�G��

Be kell m�eg l�atnunk	 hogy l�yv� � �� N�ezz�uk meg a b� pontban szerepl�o levezet�est� Ha

l�yv� � � lenne	 az azt jelenten�e	 hogy a G nyelvtanban A
�k�
��
G
A teljes�ulne valamely k � ��ra�

Viszont ez a Chomsky�tulajdons�agnak ellentmond	 teh�at l�yv� � ��
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Bizony�
tani kell m�eg	 hogy l�yzv� � q� Tudjuk	 hogy a t f�aban a leghosszabb �ut t��re es�o

szakasza t��ben is a leghosszabb	 erre viszont a k�ovetkez�o becsl�est adhatjuk�

sz�t�� � jN j � � � �	

ahol sz�t�� t� fa szintjeinek sz�am�at	 jN j a k�ul�onb�oz�o nyelvtani jelek sz�am�at	 �� az ism�etl�est	 ��

pedig a termin�alis jelet jelenti� Teh�at

h�t�� � jN j� ��

Ebb�ol k�ovetkezik	 hogy

jN j � h�t��� � � h�red�t��� � log� l
�
front�red�t���

	
� log� l�front�t��� � log� l�yzv��

Teh�at �osszegezve megkaptuk	 hogy

q � �jNj � l�yzv��

�

����� A nagy Bar�Hillel�lemma alkalmaz�asa

Mivel ez a lemma egy sz�uks�eges felt�etelt ad meg	 ez�ert arra haszn�alhatjuk	 hogy kimutassuk	

egy adott nyelv nem ��es t�
pus�u�

P�elda�

Legyen T olyan �ab�ec�e	 amelyre jT j � �	 �es k�et k�ul�onb�oz�o jele legyen t�� t�� Legyen L az �ugy�

nevezett dadog�os szavak nyelve	 teh�at L � fuu
�� u � T �g�

�All��t�as�

L 
� L��

Bizony��t�as�

Indirekt m�odon� Tegy�uk fel	 hogy L � L�� Ekkor a nagy Bar�Hillel lemma alapj�an l�eteznek

a p� q nyelvf�ugg�o konstansok� Legyen M �� maxfp� qg� Vizsg�aljuk az � � tM� tM� tM� tM� � L sz�ot�

Nyilv�an l��� � p	 teh�at l�eteznie kell k�et	 p�arhuzamosan beiter�alhat�o	 egy�utt nem�ures r�eszsz�onak	

amire a kapott �uj szavak ism�et benne vannak a nyelvben�

V�egezz�uk el az i � ��ra az iter�aci�ot	 azaz hagyjuk el a megfelel�o r�eszszavakat� Legyen az

iter�aci�o eredm�enye tm�
� tm�

� tm�
� tm�

� � L	 ekkor valamely � � j � ��re mj � M 	 mert nem�ures

r�eszsz�ot hagytunk el� Tegy�uk fel	 hogy t��b�ol hagytunk el �a bizony�
t�as ugyanilyen m�odon t�ort�enik

t��re is�� Ekkor viszont m� � m� � M � Ebb�ol k�ovetkezik	 hogy az yzv r�eszsz�o mindenk�eppen lefedi

a teljes t��es blokkot	 �es belemetsz mindk�et t��be	 legal�abb egy�egy jellel� Ez viszont ellentmond�as	

ugyanis ellent�etben a nagy Bar�Hillel�lemm�aval az l�yzv� 
�M �
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�

K�ovetkezm�eny�

A programoz�asi nyelvek szintaxisa nem �
rhat�o le tiszt�an ��es t�
pus�u nyelvtanok seg�
ts�eg�evel�

Ugyanis pl� a deklar�aci�ok az �ugynevezett dadog�os szavak legegyszer�ubb modellje	 amire bel�attuk	

hogy nem �
rhat�ok le ��es t�
pus�u nyelvtannal� �Az els�o u r�eszsz�o ugyanis a deklar�aci�o	 a m�asodik

pedig a hivatkoz�as��

����� Algoritmikusan eld�onthet
o probl�em�ak ��es t��pus�u nyelvekn�el

T�etel�

Legyen L egy ��es t�
pus�u nyelv� Az al�abbi probl�em�ak algoritmikusan eld�onthet�ok�

I� u � L	

II� L 
� �	

III� jLj ���

Bizony��t�as�

I� M�ar bel�attuk ��es t�
pus�u nyelvekre is� �A ��es t�
pus�u nyelvtanok szab�alyai hosszt nem cs�okkent�o

szab�alyok��

II� Ez visszavezethet�o L 
� � �	 L�T�p 
� � alapj�an az I� probl�em�ara	 ahol p p�eld�aul a nagy Bar�

Hillel�lemma konstansa�

III� Ez is visszavezethet�o az jLj �� �	 L�T p�i�p�q 
� � �all�
t�as alapj�an	 ahol a p� q konstansok

ism�et a nagy Bar�Hillel�lemma konstansai�

�

K�erd�es� Mi�ert nem vihet�o �at az L� � L�	 illetve az L� � L� k�erd�es algoritmikus eld�onthet�os�ege

L��re� Erre ad v�alaszt a k�ovetkez�o t�etel�

T�etel�

L� nem z�art a komplementer	 a metszet	 a k�ul�onbs�eg �es a szimmetrikus di(erencia

m�uveletekre�

Bizony��t�as�

Metszet�

Direkt m�odon� Vizsg�aljuk meg a k�ovetkez�o nyelveket�

L� � fanbncm
�� n�m � �g	
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L� � fambncn
�� n�m � �g�

K�onnyen l�atszik	 hogy L�� L� � L� �olyan szab�alyok adhat�ok	 ahol a k�et r�eszt k�ul�on�

k�ul�on vezetj�uk le�	 de ugyanakkor

L� � L� � fanbncn
�� n � �g 
� L��

Ezt a nagy Bar�Hillel�lemma seg�
ts�eg�evel l�athatjuk be	 indirekt m�odon� �Hasonl�oan	 mint

ahogy azt a dadog�os szavak eset�eben tett�uk��

Komplementer�

Indirekt m�odon� Tegy�uk fel	 hogy a komplementer is ��es t�
pus�u lesz� Ekkor legyen L �

T �L�� nL	 �es a DeMorgan�azonoss�ag alapj�an L��L� � L� � L�� Viszont ha a komplementerre

z�art lenne	 a metszetre is z�artnak k�ene lennie	 ami nyilv�an ellentmond�as�

K�ul�onbs�eg�

Indirekt m�odon� Tegy�uk fel	 hogy T � n L � L�	 ha L � L�	 �es L�z�art a k�ul�onbs�egre� De

tudjuk	 hogy T � n L � L �nyilv�an T � � L� b�armely T eset�en�	 �es ekkor a komplementer k�ep�

z�es�ere is z�art lenne	 ami nyilv�anval�o ellentmond�as�

Szimmetrikus dierencia�

Indirekt m�odon� Ekkor T ��L � T � n L � L miatt a komplementer k�epz�es�ere is z�art

lenne	 de ez ellentmond�as�

�

����� A veremautomat�ak �es a ��es t��pus�u nyelvek kapcsolata

A tov�abbiakban ��vermekkel fogunk foglalkozni� Legyen V �
�
A� T�&� �� a�� 	�� F

�
�

De�n��ci�o�

A V veremautomata �altal v�eg�allapottal elfogadott nyelv�

LF �V� � fu � T �
�� "a�� u� 	�# �

�a
V

"f� �� �# valamely f � F �reg�

De�n��ci�o�

A V veremautomata �altal �ures veremmel elfogadott nyelv�

L��V� � fu � T �
�� "a�� u� 	�# �

�a
V

"b� �� �# valamely b � A�reg�

Ekkor az automata den�
ci�oj�aban a v�eg�allapotok halmaz�at nem szokt�ak jel�olni�
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Jel�ol�esek�

LF�V a v�eg�allapottal elfogadott nyelvek oszt�alya�

L��V az �ures veremmel elfogadott nyelvek oszt�alya�

Lemma�

Tetsz�oleges V ��veremhez l�etezik olyan V� ��verem	 melyreL��V�� �LF �V��

Bizony��t�as�

Nyilv�an V��nek hasonl�oan kell m�uk�odnie	 mint V�nek	 csak v�edekeznie kell az ellen	 hogy id�o

el�ott �ur�ulj�on ki a verem	 illetve ha V v�eg�allapotba ker�ul	 akkor ki kell �ur�
tse a vermet� Teh�at

l�enyeg�eben ugyanazt csin�alja	 mint V	 azaz szimul�alja�

Legyen

V �
�
A� T�&� �� a�� 	�� F

�
	 �es

V� �
�
A � fa��� dg� T�&� f	

�
�g� �

�� a��� 	
�
��
�
	 ahol

a�� az �uj kezd�o�allapot	 	�� az �uj kezd�oszimb�oluma a veremnek	 ami mindig a veremben marad	 d az

�ur�
t�o�allapot	 �� megegyezik ��val	 csak m�eg n�eh�any �uj �ertelmez�ese van�

� ���a��� �� 	
�
�� � �a�� 	�	

�
��	

� minden f � F� 	 � & eset�en ���f� �� 	� � �d� ��	 �es ���d� �� 	� � �d� ���

Ekkor nyilv�an L��V�� � LF �V��

�

Lemma�

Tetsz�oleges V ��veremhez l�etezik olyan V� ��verem	 melyre LF �V�� � L��V��

Bizony��t�as�

Mivel az el�oz�o lemma megford�
t�asa	 hasonl�oan bizony�
tjuk itt is	 azaz konstru�alunk egy V�

��vermet� Fel kell venni egy �uj veremtet�ot	 hogy ki ne �ur�ulj�on a verem	 �es kell egy �uj �allapot	

mely az egyetlen v�eg�allapot lesz� Amikor V elfogad egy sz�ot �ki�ur�ul a verem�	 akkor V��nek az �uj

v�eg�allapotba kell mennie� Teh�at itt is szimul�aljuk az eredeti V�t� �� �uj �ertelmez�esei�

���a��� �� 	
�
�� � �a�� 	�	���	

���b� �� 	��� � �av�eg� 	
�
��	 minden b � A eset�en�

Ebben az esetben F � � fav�egg �es 	�� az �uj jel	 ami a veremtet�o funkci�oj�at t�olti be�

�

T�etel�



Automat�ak �es form�alis nyelvek 	

LF�V � L��V �

Bizony��t�as�

Az el�oz�o k�et lemma alapj�an nyilv�anval�o	 hogy L�V � LF�V � L��V �

�

De�n��ci�o�

Legbal	 kezd�oszelet�egyeztet�eses elemz�esnek h�
vjuk azt	 amikor egy u � L�G� sz�o egy legbal le�

vezet�es�et konstru�aljuk meg levezet�es kezd�oszelet�enek az eredeti u sz�o kezd�oszelet�evel val�o egyez�

tet�es�evel�

P�elda�

S��SS
�� aSb �� bSa �� ab �� ba�

Legyen u � abba� Ekkor egy levezet�es p�eld�aul S��SS�� abS� Itt az ab sz�o megegyezik

u sz�o kezd�oszelet�evel	 teh�at ez egy legbal	 kezd�oszelet�egyeztet�eses elemz�es kezdete lehet� Ha a

tov�abbiakban nincs egyez�es	 m�as alternat�
v�at kell keresni�

T�etel�

L�V � L��

Bizony��t�as�

�
���

Ehhez el�eg bel�atni	 hogy tetsz�oleges G �
�
T�N�P� S

�
� Gkit� eset�en l�etezik olyan V ��verem	

melyre )L��V� � L�G��

Olyan V ��vermet k�esz�
t�unk	 mely a veremben egy legbal	 kezd�oszelet�egyeztet�eses elemz�est

v�egez� Legyen V �
�
fa�g� T� T �N� �� a�� S

�
� K�etf�ele szab�aly lesz� Az els�o az ��olvas�asos szab�aly�

Ez a legbal levezet�esnek felel meg a k�ovetkez�ok�eppen�

�a�� p� � ��a�� �� B� �	 B �� p � P
�
p � �T �N ��

	
�

�A verem teteje a legbal levezet�es bal oldali jele	 �
gy ezt helyettes�
tj�uk a szab�aly jobb oldal�aval��

A m�asik szab�aly a kezd�oszelet�egyeztet�eses�

��a�� t� t� � �a�� ��	 minden t � T �re�

Tulajdonk�eppen ez az �osszehasonl�
t�as	 hogy a levezetett termin�alis jel benne van�e a sz�oban�

Erre a V�re nyilv�an L��V� � L�G��

P�eld�ankban�

"a�� abba� S# �a
A

"a�� abba� SS# �a
A

"a�� abba� abS# �a
A

"a�� bba� bS# �a
A

"a�� ba� S# �a
A
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�a
A

"a�� ba� ba# �a
A

"a�� a� a# �a
A

"a�� �� �#�

�
���

Azt kell bel�atni	 hogy tetsz�oleges V �
�
A� T�&� �� a�� 	�

�
��veremhez l�etezik olyan G � Gkit�	

melyre L�G� �L��V��

Tudjuk	 hogy V akkor �es csak akkor fogadja el az u sz�ot	 ha "a�� u� 	�#
�

�a
V

"b� �� �#� Teh�at

mik�ozben V elolvasta az inputot	 �es �atment az a� �allapotb�ol a b �allapotba	 a verem feldolgozta a

	� jelet�

De�n��ci�o�

Ezt a folyamatot nevezz�uk 	� feldolgoz�as�anak� Egy feldolgoz�as adatai�

u input	 a tulajdonk�eppeni vez�erl�es	

a� kiindul�o�allapot	

b v�eg�allapot�

G nyelvtani jelei ilyen feldolgoz�asok lesznek� Egy nyelvtani jel alapvet�oleg h�arom inform�a�

ci�ot fog tartalmazni� honnan indult	 hov�a �erkezett	 �es mit dolgozott fel� Teh�at az "a� u� 	#
�

�a
V

"b� �� �#

feldolgoz�asnak az �a� 	� b� nyelvtani jelet feleltetj�uk meg �ugy	 hogy a k�ovetkez�o felt�etel teljes�ulj�on�

�a� 	� b�
�
��
G
u �	 "a� u� 	#

�
�a
V

"b� �� �#�

Teh�at a feldolgoz�asok lesznek a nyelvtani jelek	 azaz

N �� f�a� 	� b�
�� a� b � A� 	 � &g � fSg�

Mik legyenek a nyelvtan szab�alyai�

�� S �� �a�� 	�� b� minden b � A eset�en	 azaz el kell tudni jutni az S jelb�ol feldolgoz�asokba�

�� Egyl�ep�eses feldolgoz�as eset�en u � t� t � T � f�g	 teh�at t hat�as�ara 	�t a veremb�ol kivessz�uk�

� �a� 	� b� �� t � P �	 ��a� t� 	� � �b� ��� t � T � f�g�

�� Nem egyl�ep�eses feldolgoz�as eset�en a k�ovetkez�o szab�alyokat vessz�uk fel�

� �a� 	� b� �� t�c�� 	�� c���c�� 	�� c�� � � � �ck��� 	k� ck�	 ahol ck � b	

� �c�� 	� � � � 	k� � ��a� t� 	�	 �es c�� � � � � ck�� � A tetsz�olegesek	 jAjk�� �uj szab�aly deni�altunk�

Ezek ut�an bizony�
tanunk kell	 hogy ez t�enyleg j�o nyelvtan lesz	 azaz L�G� � L��V�	 ahol

G �
�
fSg � f�a� 	� b�

�� a� b � A� 	 � &g� T�P� S
�
�es ahol P a most deni�alt szab�alyokb�ol �all� �Az

�
gy deni�alt levezet�es a feldolgoz�asnak felel meg��

�All��t�as�

Tetsz�oleges u � T � eset�en �a� 	� b�
�
��
G
u akkor �es csak akkor	 ha "a� u� 	#

�
�a
V

"b� �� �#�

Bizony��t�as�
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Teljes indukci�oval l�atjuk be�

�
�	��

A levezet�es hossza szerint mutatjuk meg	 hogy minden levezet�es egy feldolgoz�asnak felel meg�

Mivel u � T �	 ez�ert a legr�ovidebb levezet�es � hossz�us�ag�u lehet� Ekkor u � T � f�g eset�en

�a� 	� b�
���
��
G
u � T � f�g �	 �b� �� � ��a� u� 	� �	 "a� u� 	#

���
�a
V

"b� �� �#�

Most tegy�uk fel	 hogy a h hossz�u levezet�esekre az �all�
t�as igaz	 �es vizsg�aljuk meg az

�a� 	� b�
�h���
��
G

u � T � levezet�est u � T � eset�en� Az nyilv�anval�o	 hogy ekkor biztos lesz legels�o l�ep�es�

De ez a l�ep�es csak a �� pontban deni�alt szab�allyal lehets�eges	 teh�at az els�o l�ep�es a k�ovetkez�o volt�

�a� 	� b�
���
��
G
t�c�� 	�� c�� � � � �ck��� 	k� ck��

�
�
	

ahol ck � b	 tov�abb�a �c�� 	�	� � � �	k� � ��a� t� 	��

Mivel G ��es t�
pus�u nyelvtan	 ez�ert az u sz�o felbonthat�o u � t�v�v� � � � vk alakra	 ahol

�c�� 	�� c��
�h
��
G
v�� � � � � �ck��� 	k� ck�

�h
��
G
vk�

Ezekre alkalmazzuk az indukci�os felt�etelt	 azaz

"c�� v�� 	�#
�

�a
V

"c�� �� �#� � � � � "ck��� vk� 	k#
�

�a
V

"ck� �� �#�

Most
�
rakjuk �ossze� ezeket a m�uk�od�eseket	 �
gy kapjuk	 hogy

"c�� v� � � � vk� 	�	� � � �	k#
�

�a
V

"ck� �� �#�

De nyilv�an az els�o l�ep�es
�
�
	
�es a levezet�es den�
ci�oja miatt

"a� tv� � � � vk#
���
�a
V

"c�� v� � � � vk� 	� � � �	k#
�

�a
V

"ck� �� �#�

ahol term�eszetesen ck � b	 amivel az �all�
t�ast bel�attuk�

�
����

Most feltessz�uk	 hogy "a� u� 	#
�

�a
V

"b� �� �#	 �es a feldolgoz�as hossza szerinti indukci�oval bizony�
t�

juk	 hogy az �a� 	� b� nyelvtani jelb�ol levezethet�o az u � T � sz�o�

h � � hossz�

Egy jel feldolgoz�asra ker�ult	 ez�ert vil�agos	 hogy a feldolgoz�as legal�abb � hossz�u� Teh�at

feltehetj�uk fel	 hogy "a� u� 	#
���
�a
V

"b� �� �#	 �es u � T � f�g	 amib�ol nyilv�an k�ovetkezik	 hogy

�b� �� � ��a� 	� b�� Viszont a ���es szab�alyden�
ci�o alapj�an �a� 	� b� �� u � P �es �
gy levezethet�o

az u sz�o�
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h� � hossz�

Most tegy�uk fel	 hogy h hossz�u feldolgoz�asra van levezet�es	 �es l�assuk be h� ��re� Legyen

a feldolgoz�as "a� u� 	#
�h���
�a
V

"b� �� �#� Mivel h legal�abb � volt	 ez�ert ez nem egy k�ozvetlen kon�

gur�aci�o�atmenet	 teh�at l�etezik egy legels�o l�ep�ese� Ezek alapj�an teh�at az u sz�o felbont�

hat�o u � tv alakban	 ahol t � T � f�g	 �es v � T �� Ekkor a legels�o l�ep�es k�ul�on fel�
rva�

�
��
	

"a� tv� 	#
���
�a
V

"c�� v� 	� � � �	k#
�h
�a
V

"b� �� �# �

Nyilv�an a 	� � � �	k jelek teljesen feldolgoz�asra ker�ulnek	 �
gy l�etezik egy legels�o id�opont	 amikor

	� elt�unik� Legyen az automata ebben az id�opontban a c� �allapotban� �Ekkor nyilv�an 	� van

a verem tetej�en�� Folytassuk ezt a jel�ol�est	 �es legyen az automata ck�� �allapotban abban az

id�opontban	 amikor m�ar csak 	k van a verem tetej�en� V�eg�ul vezess�uk be a ck � b jel�ol�est

is� Jel�olje v�� � � � � vk azokat a r�eszszavakat	 amiket a c�� c�� � � � � ck �allapotok k�oz�ott olvastunk�

Ezen jel�ol�esek alapj�an nyilv�an igaz	 hogy

"c�� v�� 	�#
�h
�a
V

"c�� �� �#� � � � � "ck��� vk� 	k#
�h
�a
V

"ck� �� �#�

Ezekre m�ar alkalmazhatjuk az indukci�os felt�etelt	 miszerint

�i � �� � � � � k � �ci��� 	i� ci�
�
��
G
vi�

Viszont a legels�o kongur�aci�o�atmeneti l�ep�es
�
��
	
miatt igaz	 hogy

�a� 	� b� �� t�c�� 	�� c�� � � � �ck��� 	k� ck� � P�

Innen nyilv�an m�ar k�ovetkezik az �all�
t�as	 mivel u � tv�v� � � � vk�

�

Most t�erj�unk vissza a t�etel bizony�
t�as�ahoz� Az el�obbi �all�
t�as �es az ���es szab�alyden�
ci�o alapj�an

k�onnyen l�atszik	 hogy

S
�
��
G
u �	 b � A � "a�� u� 	�#

�
�a
V

"b� �� �# �	 u � L��V��

Teh�at ez alapj�an a V automat�ahoz tudunk adni G � Gkit� nyelvtant	 melyre L�G� � L��V��

�
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��� Determinisztikus ��vermek

L�attuk	 hogy a determinisztikus ��vermek ugyanazt tudj�ak	 mint a nemdeterminisztikus ��

vermek� K�erd�es az	 hogy mit mondhatunk ��vermek eset�en�

Eml�ekeztet�o�

Az ��verem determinisztikus	 ha minden kongur�aci�oj�anak legfeljebb � �atmenete �r�ak�ovetke�

z�oje� van� Ez form�alisa le�
rva�

a� �a � A� 	 � &� t � T � f�g � j��a� t� 	�j � ��

b� �a � A� 	 � & � j��a� �� 	�j 
� � �	 �t � T � j��a� t� 	�j � ��

����� Veremautomat�ak norm�alform�ai

De�n��ci�o�

A V ��verem ��es norm�alform�aj�u	 ha �b� �� � ��a� t� 	� eset�en � � f�g � f	g � �&f	g��

Megjegyz�es� Ez a norm�alforma tulajdonk�eppen a klasszikus verem megval�os�
t�oja	 ugyanis

� � � � a pop m�uvelet	

� � � 	 a top m�uvelet	

� � �
�
&f	g

	
a push m�uvelet �itt a &f	g a komplexusszorzatot jel�oli��

De�n��ci�o�

A V ��verem 	�es norm�alform�aj�u	 ha ��es norm�alform�aj�u	 �es ha b�armely "a� u� �# termin�al�o

kongur�aci�o eset�en u � �� �Azaz ha az automata meg�all	 akkor biztosan v�egigolvasta az inputot��

De�n��ci�o�

A V ��verem 
�as norm�alform�aj�u	 ha ��es norm�alform�aj�u	 �es biztosan mindig termin�al�

Megjegyz�es� most csak v�eg�allapottal t�ort�en�o elfogad�assal foglalkozunk�

Lemma�

Tetsz�oleges V ��veremautomat�ahoz l�etezik ��es norm�alform�aj�u V� ��veremautomata	 amire

L�V�� � L�V��

Bizony��t�as�

V� csak kev�esben fog elt�erni V�t�ol� Mik lesznek ezek az elt�er�esek� Vil�agos	 hogy a norm�alforma

szempontj�ab�ol rossz �atmeneteket kell megkeresni	 �es ezeket megfelel�okkel szimul�alni� Hogy n�eznek



Automat�ak �es form�alis nyelvek 	�

ki ezek a rossz �atmenetek� Nyilv�an �
gy�

�b� 	k	k�� � � �	�� � ��a� t� 	��

Ennek szimul�aci�oja ��es norm�alform�aj�u m�uk�od�esekkel	 ahol c�� c�� � � � � ck�� �uj �allapotok�

���a� t� 	� � �c�� ��	

���c�� �� 	
�� � �c�� 	�	

�� minden 	� � & eset�en	

���c�� �� 	�� � �c�� 	�	��	

���

���ck��� �� 	k��� � �b� 	k	k����

Ezek nyilv�an m�ar ��es norm�alform�aj�uak�

V�eg�ul m�eg az elindul�ast kell biztos�
tanunk a ���a��� �� 	
�
�� � �a�� 	�	��� �atmenettel	 hogy

az eredeti m�uk�od�essorozat elv�egezhet�o legyen	 ahol a�� az �uj kezd�o�allapot	 	�� pedig a ve�

rem �uj kezd�oszimb�oluma�

�

Lemma�

Tetsz�oleges V ��veremautomat�ahoz l�etezik V� ��es norm�alform�aj�u ��veremautomata	 melyre

L�V�� � L�V��

Bizony��t�as�

Az el�oz�o lemma �ertelm�eben feltehet�o	 hogy V m�ar ��es norm�alform�aban adott�

Ekkor gond a termin�al�o kongur�aci�oval lehet	 ugyanis lehet ugy termin�al�o	 hogy "a� u� �# eset�en

u 
� �� De ekkor nyilv�an � mivel egy jel biztos van u�ban � l�etezik u � tv felbont�asa	 ahol t � T 	

�es v � T ��

A veremtartalom szerint k�et eset lehets�eges� Vagy � � �	 de ekkor �uj veremkezd�o�szimb�olum

bevezet�ese a megold�as �feltehet�o	 hogy V m�ar eleve ilyen�	 vagy � 
� �� Ekkor legyen � � 	��	 ahol

	 � &� A probl�em�at az jelenti	 ha ��a� t� 	� � � minden t � T �re	 �es ��a� �� 	� � �� �Ez jelenti a

termin�al�ast ebben az �allapotban�� Megold�ask�ent bevezet�unk egy �uj d �allapotot	 �es minden ilyen

a � A �es 	 � & eset�en hozz�avessz�uk a k�ovetkez�o �atmeneteket�

���a� t� 	� �� �d� 	�	

���d� t� 	�� �� �d� 	�� minden t � T �re �es 	� � &�ra�

Ekkor a d �allapotban v�egig lehet olvasni az inputot� Persze nyilv�an d 
� F ��

Teh�at kaptunk egy V� ��es norm�alform�aj�u veremautomat�at V�b�ol	 melyre L�V�� � L�V��

�
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Megjegyz�es� Mindk�et lemma eset�eben nyilv�anval�o	 hogy ha a V veremautomata determinisztikus

volt	 akkor V� is az lesz�

Lemma�

Tetsz�oleges V determinisztikus ��veremautomat�ahoz l�etezik V� ��as norm�alform�aj�u determi�

nisztikus ��veremautomata	 melyre L�V�� � L�V��

Bizony��t�as�

Az el�oz�o lemma �ertelm�eben feltehet�o	 hogy a V ��verem ��es norm�alform�aban adott� Ekkor

az egyetlen probl�ema	 ha l�etezik v�egtelen kongur�aci�o�atmenet�l�anc�

Jel�ol�es� "a� u� �#
�

�a
V

��

Tegy�uk fel	 hogy "a� u� �#
�

�a
V

�� Ekkor tudunk tal�alni a m�uk�od�es sor�an olyan �allapotot	 ahol

m�ar vagy elolvasta az input sz�ot	 vagy m�ar nem olvas t�obbet� Legyen ez a b �allapot� "b� �� �#
�

�a
V

��

Tegy�uk fel	 hogy ekkor � �� 	� � � �	k� Mivel V ��es norm�alform�aj�u	 ez�ert ��es is	 teh�at 	k sose

ker�ul ki a veremb�ol� �Ugyanis a pop ki tudja venni a veremb�ol	 de az automata �ures veremmel nem

m�uk�odik��

Legyen j� a legkisebb index�u olyan 	j 	 mely a m�uk�od�es sor�an v�egig a veremben van	 azaz

j� �� minfj
�� 	j mindig a veremben vang� Nyilv�an ekkor l�etezik egy olyan id�opillanat	 amikor ez

a 	j� lesz a verem tetej�en� Legyen ennek az id�opillanatnak a kongur�aci�oja "c�� �� 	j�	j��� � � �	k#�

Tudjuk	 hogy 	j� sose ker�ul ki a veremb�ol	 teh�at az ut�ana k�ovetkez�o 	j���� � � � � 	k jeleket el is

hagyhatjuk	 teh�at

"c�� �� 	j�#
�

�a
V

��

Teh�at ezeket az �atmeneteket kell �atdeni�alni�

���a� �� 	� ��


���
��

��a� �� 	�� ha "a� �� 	#�b�ol indulva nem l�etezik v�egtelen kongur�aci�o�atmenet�l�anc	

�d� 	�� ha "a� �� 	#
�

�a
V

�	 �es k�ozben nem �erint v�eg�allapotot	

�f� 	�� ha "a� �� 	#
�

�a
V

�	 �es k�ozben �erint v�eg�allapotot�

Itt d� f �uj �allapotok	 �es F � �� F � ffg� Ekkor d ism�et csak az input sz�o v�egigolvas�as�at v�egzi el�

���d� t� 	�� �� �d� 	�� minden 	� � &�ra�

Egyetlen probl�ema m�eg az f v�eg�allapotn�al maradt	 ugyanis lehet	 hogy itt m�eg nem olvastuk

v�egig az input sz�ot� Ez�ert ha van m�eg jel az inputon	 azt a sz�ot se fogadhatjuk el	 azaz

���f� t� 	�� �� �d� 	�� minden 	 � &�ra�

Az �
gy deni�alt V� veremautom�ara t�enyleg L�V�� � L�V�	 �es ez a V� is determinisztikus lesz�

�
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De�n��ci�o�

A V veremautomat�at inputtermin�atoros veremautomat�anak nevezz�uk	 ha az inputja v�eg�en

van egy v�ege jel �EOF�	 amit * jel�ol	 �es � a * jelre is deni�alva van� Ekkor

L�V� � fu � T �
�� "a�� u*� 	�# �

�a
V

"f� �� �# valamelyf � F �reg�

Jel�ol�ese� LIt�V � fL�V�
�� V inputtermin�atoros ��verem g�

Megjegyz�es� ha V determinisztikus	 akkor jel�ol�esben LDIt�V�et haszn�alunk�

K�onnyen bel�athat�o	 hogy LIt�V�L�V �

Tegy�uk fel	 hogy V egy inputtermin�atoros veremautomata	 V� pedig egy nem inputtermin�atoros

veremautomata� Ekkor ha �b� �� � ��a�*� 	�	 akkor �b� �� � ���a� �� 	�	 �es �
gy V� m�ar nem biztos	

hogy determinisztikus�

De ugyanakkor ford�
tva m�ar igaz	 hogy egy V veremautomat�ab�ol tudunk csin�alni egy V� input�

termin�atoros veremautomat�at ���f�*� 	� �� �f ���� 	� �atmenetek seg�
ts�eg�evel �minden 	 � &�ra�	

ahol f ��� �uj v�eg�allapot�

Teh�at most kimutattuk	 hogy LD�V � LDIt�V� �Osszefoglalva�

LD�V � LDIt�V � LIt�V � L�V � L��

C�elunk az	 hogy kimutassuk	 LDIt�V z�art a komplementer k�epz�esre� Ugyanis L� nem z�art a komp�

lementer k�epz�esre	 s �
gy bel�atn�ank a val�odi tartalmaz�ast �LDIt�V

��L���

Lemma�

LDIt�V z�art a komplementer m�uveletre�

Bizony��t�as�

Legyen L � LDIt�V tetsz�oleges nyelv� Be kell l�atni	 hogy ekkor L � LDIt�V� Legyen V ��
A� T�&� �� a�� 	�� F�*

�
az L nyelvet elfogad�o inputtermin�atoros ��verem	 melyre L�V� � L�

A kor�abbi lemm�ak alapj�an feltehet�o	 hogy V ��as norm�alform�aban adott	 azaz ha tekint�unk

egy adott u* inputot	 akkor erre Vmindigmeg�all	 valamint az inputot mindig v�egigolvassa� Miut�an

elolvasta a * jelet	 tesz m�eg n�eh�any ��l�ep�est	 majd meg�all�

Ha teh�at tekint�unk egy tetsz�oleges u 
� L�V� sz�ot	 akkor V az u sz�o elolvas sa ut n az ��l�ep�esek

sor�an nem �erint v�eg�allapotot �legyen ez a ! tulajdons�ag�	 ha pedig u � L�V�	 akkor nyilv�an u sz�o

elolvas sa ut n az ��l�ep�esek sor�an �erint v�eg�allapotot �legyen ez a � tulajdons�ag��

Most pr�ob�aljuk megkonstru�alni a V determinisztikus	 inputtermin�atoros ��vermet� Ez l�enyeg�et

tekintve V�vel azonos	 elt�er�es csak a * jel elolvas�asa ut�an van�

Legyen V �
�
A � A� � A�� � fav�egg� T�&� �

�� a�� 	�� fav�egg�*
�
	 ahol A� � fb�

�� b � Ag �es

A�� � fb��
�� b � Ag� Ekkor * elolvas�as�ara �� den�
ci�oja�

���a�*� 	� ��

�
�b�� ��� ha ��a�*� 	� � �b� ��	 �es b 
� F 	
�b��� ��� ha ��a�*� 	� � �b� ��	 �es b � F

�
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Valamint

���a�� �� 	� ��

�
�b�� ��� ha ��a� �� 	� � �b� �� �es b 
� F 	
�b��� ��� ha ��a� �� 	� � �b� �� �es b � F

�

Teh�at ha meg�erkez�unk V�ben az els�o v�eg�allapotba V a b�� llapotba megy �at� Teh�at legyen

���a��� �� 	� �� �b��� ��	 ha ��a� �� 	� � �b� ���

Ha V egy b� llapotban �all meg	 akkor nyilv�an u 
� L�V�	 �es ha egy b�� llapotban	 akkor u � L�V��

Amikor V egy b� llapotba megy	 nyilv�an v�eg�allapotba kell menn�unk� De itt az eredeti � nincs

�ertelmezve	 teh�at ���t deni lhatjuk �
gy�

���a�� �� 	� �� �av�eg� 	�	 ha ��a� �� 	� � ��

Nyilv�an erre a konstrukci�ora igaz	 hogy L�V� � L�V� � L� �

Foglalkozhatn�ank m�eg a ��vermekkel	 illetve az ezekn�el nagyobb veremsz�am�u automat�akkal�

Ezek m�arminden L��beli nyelvet el tudnak fogadni	 azaz az ��vermekhez k�epest m�ar k�et oszt�alynyit

ugrottunk� Tov�abbi �erdekess�eg	 hogy az ��vermekkel ellent�etben a determinisztikus ��vermek ugya�

nazt a nyelvoszt�alyt adj�ak	 mint a nemdeterminisztikus ��vermek�
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��� Elemz�esi m�odszerek

A most k�ovetkez�o fejezetben az eddigiekben t�argyaltak egyik gyakorlati alkalmaz�as�at vizsg�al�

juk meg	 �es itt kapcsol�odunk be a ford�
t�oprogramok elm�elet�enek vizsg�alat�aba� Nem c�elunk	 hogy

teljes r�eszletess�eggel t�argyaljuk az egyes m�odszereket	 hiszen ez m�ar az automat�ak �es form�alis

nyelvek keretein t�ulmutat�

���� Az elemz�esi m�odszerek c�elja

A ford�
t�oprogramok az inputk�ent kapott karaktersorozatot el�osz�or az adott nyelvtan szab�alyai

szerint analiz�alj�ak� Ezt persze t�obb l�ep�esben teszik	 melyre m�ar volt n�eh�any utal�as az el�oz�o fe�

jezetek sor�an� Az anal�
zis a lexik�alis elemz�es sor�an felismeri a programnyelv lexik�alis egys�egeit

�es adott szimb�olumokkal helyettes�
ti� Ez a m�uvelet ��as t�
pus�u �regul�aris� nyelvtan seg�
ts�eg�evel

�
rhat�o le	 mely k�onnyen implement�alhat�o	 ez�ert ezzel a tov�abbiakban nem foglalkozunk� A szintak�

tikus elemz�o a lexik�alisan elemzett szimb�olumsorozatot szerkezetileg ellen�orzi egy ��es t�
pus�u nyelv�

tan felhaszn�al�as�aval� Ennek az elemz�esi f�azisnak rendszerint egy szintaxisfa a kimenete� Az anal�
�

zis utols�o l�ep�es�eben pedig szemantikusan ellen�orzi a fel�ep�
tett szintaxisf�at� Mi m�ar nem foglalko�

zunk a szemantikus ellen�orz�essel e fejezetben�

N�ezz�uk teh�at	 mi is az elemz�ok c�elja� Adott egy G �
�
T�N�P� S

�
� Gkit� �es egy u � T � sz�o� Az

elemz�esi algoritmusok feladata azt eld�onteni	 hogy u sz�o eleme�e L�G��nek� Ha igen	 akkor tov�abbi

feladata	 hogy el�o�all�
tsa a szintaxisf�at	 ellenkez�o esetben hibajelz�essel le�alljon� A szintaxisf�at az�ert

c�elszer�u fel�ep�
teni	 mivel ebb�ol k�onnyen megadhat�o az inputk�ent megadott program jellemz�ese	

szerkezete�

���� M�odszerek �es oszt�alyoz�asaik

Az elemz�esi m�odszerek c�elja teh�at	 hogy l�etezik�e S
�
��
G
u	 ahol S az adott G nyelvtan

kezd�oszimb�oluma	 �es u sz�o az input szimb�olumsorozat� Ennek eld�ont�es�ere t�obbf�ele m�odszer l�etezik	

melyeket a szintaxisfa fel�ep�
t�es�enek ir�anya szerint oszt�alyozhatunk� Az al�abbiakban a k�et legna�

gyobb csoporttal fogunk foglalkozni�

a� fel�ulr�ol lefel�e �Top�down�	 �es

b� alulr�ol f�olfel�e �Bottom�Up��

Az elemz�ok m�asik szempont szerinti oszt�alyoz�asa lehet az input karaktersorozat kezel�es�enek

m�odszere� Ez �altal�aban meghat�arozott	 hiszen p�eld�aul egy programsz�oveg is csak szekvenci�alis le�

ban �erhet�o el a legt�obb esetben	 �
gy u sz�ot csak balr�ol jobbra lehet elolvasni� Ezeket az elemz�oket

nevezz�uk Left to right elemz�oknek�

Tov�abb�a oszt�alyozhatjuk az algoritmusokat aszerint is	 hogy determinisztikus	 illetve nemde�
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terminisztikus algoritmusok�e� A nemdeterminisztikus algoritmusoknak viszont csak elvi jelent�os�e�

g�uk van	 hiszen a gyakorlatban haszn�alhatatlanok� Ellenben ezen algoritmusokb�ol programtransz�

form�aci�ok seg�
ts�eg�evel m�ar determinisztikus programok hozhat�ok l�etre�

���� Fel�ulr
ol lefel�e m�odszerek

Ezek a m�odszerek a szintaxisf�at a gy�ok�ert�ol �S kezd�oszimb�olumt�ol� kezdve �ep�
tik fel�

El�osz�or n�ezz�uk egy p�eld�at erre a m�odszerre� Legyen T � f�� �g� N � fSg� u � ����	 �es legyen

G� �
�
T�N�P�S

�
	 ahol

P � fS �� SS
�� �S� �� ��g�

Ekkor a szintaxisfa fel�ep�
t�ese S kezd�oszimb�olumb�ol�

S��SS�� ��S�� ����	 azaz�

S

S S

( ))(

2) 3)

1)

�
��� �Abra� Top�Down elemz�o m�ukod�ese

Most n�ezz�unk meg egy nem determinisztikus Top�Down elemz�ot r�eszletesebben� A struktog�

ramban haszn�alt t v�altoz�o most egy szintaxisf�at jelent �es felhaszn�aljuk a k�ov�t� f�uggv�enyt is	 mely

az �osszes t szintaxisf�ab�ol egy szab�aly alkalmaz�as�aval sz�armaztathat�o �uj szintaxisf�anak a halmaz�at

adja�

t �� S

k�ov�t� 
� �

t �� k�ov�t�

n
front�t� � u

n K�ul�onben

Exit�igen� t� Exit�nem�

Annak �erdek�eben	 hogy haszn�alhat�o legyen ez az algoritmus	 determinisztikuss�a kell tenni� Egy

nemdeterminisztikus program mindig szeml�eltethet�o a saj�at lefut�asf�aj�aval� Ez tulajdonk�eppen az
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�osszes lehet�os�eg felv�etel�et jelenti a f�aba� A jelenlegi algoritmus lefut�asf�aj�aban minden pont egy

szintaxisfa lesz� N�ezz�uk meg	 mi lesz a szintaxisf�aja a konkr�et p�eld�anknak�

s

( )

s

s s

s s s

s

s

( )

s

( )

s

( )

S

. . .

s

( )s s

s

s

. . .

+

-

�
�
� �Abra� P�elda a Top�Down elemz�o lefut�asi f�aj�ara

Ebben a lefut�asi f�aban egy lev�el
�
�� cimk�et kap	 ha megoldja a feladatot	 ellenkez�o esetben

�
�� cimk�et kap� �Igy teh�at

�
�� cimk�ej�u leveleket keres�unk a f�aban� Teh�at a determinisztikuss�a

transzform�al�as algoritmusa a lefut�asi fa valamilyen bej�ar�asa� Ebben az esetben ha �erint�unk
�
��

cimk�et	 akkor igen	 k�ul�onben pedig nem v�alaszt ad�

Fontos k�erd�es	 hogy milyen bej�ar�ast alkalmazzunk� Tekints�uk el�osz�or a szintfolytonos bej�ar�ast�

Mivel minden pontnak csak v�eges sz�am�u le�agaz�asa lehet	 ez�ert egyszer biztos megtal�alja a
�
��

cimk�et	 ha van ilyen� K�ul�onben vagy nem termin�al �v�egtelen magass�ag�u fa eset�en�	 vagy nem

v�alaszt ad�

Meg kell vizsg�alni	 hogy mennyi lehet �
gy az algoritmus m�uveletig�enye� Ezt l�u� f�uggv�eny�eben

adhatjuk meg� Mivel minden nyelvtani jelre van legal�abb k�et alkalmazhat�o szab�aly	 ez�ert a lefut�asi

fa legal�abb bin�aris� �Ugyanis ha csak egy szab�aly l�etezne	 azt el is hagyhatn�ank�� Legyen K az

�osszes szab�aly jobboldal�at tekintve a leghosszabb helyettes�
t�es hossza� Ekkor biztosan kell legal�abb
l�u�
K

levezet�esi l�ep�es� Ett�ol csak nagyobb lehet a
�
�� cimkej�u pont magass�aga� h�t� � l�u�

K
� Ekkor

a bej�art pontok sz�ama viszont legal�abb �
l�u�
K 	 mert a lefut�asi fa legal�abb bin�aris� �Igy viszont

exponenci�alis az id�obonyolults�aga a szintfolytonos bej�ar�asi algoritmusnak� A gyakorlatban ez �
gy

tulajdonk�eppen haszn�alhatatlan�

Most n�ezz�uk meg	 preorder bej�ar�as eset�en mit mondhatunk� Ez m�ar tulajonk�eppen a

visszal�ep�eses keres�es algoritmusa lesz� Probl�ema viszont ezzel az algoritmussal	 hogy nem min�

den esetben tal�aln�a meg a
�
�� cimk�et� �Az el�obbi p�elda ilyen�� A

�
�� cimke meg�

tal�al�asa csak akkor garant�alt	 ha a fa v�eges� Persze megold�ask�ent megtehetj�uk	 hogy a re�
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kurz�
v szab�alyokat a fa
�
v�eg�ere� helyezz�uk	 ez�altal sokkal nagyobb es�ellyel fogjuk megtal�alni a

�
�� cimk�eket� A lefut�asi id�o nem v�alasz eset�en itt is exponenci�alis	 de igen v�alasz eset�en m�ar le�

het polinomi�alis is az id�obonyolults�ag�

Meg kell vizsg�alni	 milyen m�odszerekkel lehet az id�obonyolults�agot cs�okkenteni�

� Cs�okkentj�uk a lefut�asi fa sz�eless�eg�et bizonyos felt�etelek kik�ot�es�evel a levezet�esekkel

szemben�

� V�ag�asi krit�eriumokat hat�arozunk meg	 azaz ha egy tulajdons�ag a lefut�asi fa egy adott pontj�ara

fenn�all	 akkor az abb�ol sz�armaztatott pontokra is fenn fog �allni�

Az el�oz�o probl�em�ak �es m�eg n�eh�any	 most nem eml�
tett probl�ema miatt az elemz�ok csak bizo�

nyos felt�eteleknek megfelel�o nyelvtanok eset�en haszn�alhat�ok� Ezek a k�ovetkez�o felt�etelek�

a� Egy�ertelm�us�eg

� Ez nyilv�anval�o	 hiszen ellenkez�o esetben k�et szintaxisf�at rendelne egy adott input

sz�ohoz�

b� reduk�alts�ag

c� ciklusmentess�eg

� A v�egtelen lefut�asi fa elker�ul�ese �erdek�eben k�ovetelj�uk meg�

d� ��mentess�eg

� Ezt nem minden esetben fogjuk megk�ovetelni�

���� LL�k� nyelvtanok

���� Alulr�ol f�olfel�e m�odszerek

��� LR�k� nyelvtanok

���� Kapcsolat LDIt�V �es az LR�k� nyelvek k�oz�ott

Jel�olj�ul az LR�k� nyelvtanok �altal gener�alt nyelvek halmaz�at LLR�k��val�

T�etel�

LDIt�V � LLR�k�

Ezt a t�etelt nem bizony�
tjuk�
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